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李 群 和 李 代 数 的 理论 起 始 于 上 世纪 末 ，, 已 有 比较 久远 的 历 
史 ， 存 其 建立 的 开始 ， 就 表现 出 在 理论 和 应 用 上 的 重要 价值 . 
尤其 在 本 世纪 20 年代，E. Cartan 的 Riemann 对 称 空间 理论 
出 现 后 ， 指 出 了 李 群 理论 ， 特 别 是 半 单 李 群 和 微分 几何 学 的 一 
个 极 重要 的 内 在 关系 . E. Cartan 的 这 个 工作 在 近代 数学 中 可 
以 说 有 着 很 大 的 有 影响， 引起 各 种 推广 和 应 用 .Riemann 对 称 
空间 的 研究 在 一 定 意义 上 上， 归结 为 半 单 李 群 的 研究 ， 而 半 单 李 
群 的 研究 又 归结 为 实 半 单 李 代 数 的 研究 ， 作 者 1963 年 应 中 国 
科学 院 数 学 研究 所 的 邀请 ， 系 统 地 讲述 了 本 人 在 实 半 单 李 代 数 
方面 的 工作 . 

本 书 的 材料 最 初 是 作者 1963 年 在 中 国 科 学 院 数 学 所 所 作 
的 报告 ， 1978 年 江 家 福 同 志 在 执掌 广西 民族 学 院 时 ， 将 他 保存 
的 讲义 整理 、 重 新 油印 ， 并 附加 了 作者 关于 非 紧 局 部 对 称 空间 
的 两 篇 文章 (附录 了 H), 其 中 附录 下 的 内 容 是 从 未 发 表 过 的 . 
重印 讲义 才 使 这 方面 的 一 些 工作 在 “文革 ”中 未 尽 散 失 . 1979 
年 王道 骇 同志 又 在 南开 大 学 数学 系 的 李 群 李 代 数 的 讨论 班 报告 
了 这 本 讲义 ， 并 作 了 许多 补充 .此 讲义 的 部 分 内 容 收 入 了 作者 
与 许 以 超 所 著 (Lie 群 及 其 Lie 代数 ) 一 书 中 ， 但 由 于 篇 幅 所 
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限 ， 末 能 将 所 有 内 容 收 入 该 书 . 

虽然 几 十 年 过 去 了 ， 但 是 仍 有 不 少 同志 认为 作者 在 这 方面 
的 工作 是 很 有 价值 的 ， 对 他 们 的 工作 是 有 助 益 的 ， 和 希望 作者 出 
版 一 本 这 方面 的 书 ， 为 满足 同志 们 的 和 希望， 今天 我 们 将 广西 民 
族 学 院 的 油印 本 整理 、 补 充 , 修订 出 版 . 我 们 相信 它 有 一 定 的 参 
考 价值 和 纪念 价值 ， 这 次 添加 了 附录 H. 多 少 反映 这 些 理论 及 
在 几何 应 用 上 的 某 些 进展 .附录 焉 的 内 容 是 修 自 新 同志 建议 ， 
梁 科 同 志 执 笔 的 . 

我 们 感谢 邓 少 强 、 白 承 铭 、 胡 乃 红 、 朱 林 生 、 靳 全 勤 等 同 
志 为 本 书 的 整理 付出 了 辛勤 的 劳动 ， 同样 我 们 感谢 本 书 的 责任 
编辑 装 志 明 同 志 及 南开 大 学 出 版 社 的 有 关 同 志 ， 最 后 感谢 国家 
自然 科学 基金 委员 会 (19671045 号 项 目 ) 、 国 家 教委 博士 点 基 
金 (97005511 号 项 目 ) 、 天 津 市 教委 和 天 津 市 科 协 自然 科学 学 
术 专 著 基 金 的 慷慨 资助 . 


严 志 达 
1997 年 10 月 于 南开 大 学 
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第 一 章 ”基本 概念 


11 复 李 代数 的 实 形式 实 李 代数 的 复 化 
1.1.1 ” 实 向 量 空间 的 容许 复 结构 


定义 1 设 V 是 实数 域 R 上 的 向 量 空间 .如 果 存 在 一 个 
线性 变换 J 使 得 
J? =-I, (1.1.1) 
这 里 了 是 恒 等 对 应 ， 则 称 J 为 Y 的 一 个 容许 复 结 构 . 
命题 1 设 C 是 复数 域 , 实 向 量 空间 VY 容许 一 个 复 结构 
J. 对 任何 2 € V, N+ p € C (À, # € R, í = /—1) 可 定义 数 
Fe: 
(入 十 说 )z = àz + Jz. (1.1.2) 
对 此 数 乘 与 原来 的 加 法 构成 C 上 的 向 量 空间 ， 记 为 也. 
证 事实 上 ， 只 要 验证 两 个 分 配 律 与 数 乘 的 结合 律 : 


(A +i) +i) =Alx+y)+udJ(z+y) 
= (Ax + pJz) + (Ay + uJy) 
= (A+ i)z + (À + ip)y; 
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(Ai + ipi) + (A2 tipa)r = (Ai + Aə)z + (u1 + j2) Ja 
= (Ar + ipi) + (A2 + in2)z; 


(Ai +i) (Az + ino))z | 
= (ÀAiÀ2 一 HH2)z 十 (Aiz + Mi) Tz 
= Ài(À2z + podz) + pid (Àzx + podr) 
= (Al 十 ?AU(Aa + ¿n2)z), 


Vz, y € V, À, Ài, À2, H, Hi, pH2 € R. D 
命题 2 J 是 实 空间 V 的 一 个 容许 复 结构 ，Y 是 相应 的 
复 空 间 . 车 zj， To .….，zn 是 了 的 一 组 基 ， 则 zi, Z2,..., Ens 


Jri, Jzə, ..., Jz, Æ V 的 一 组 基 ， 因 而 
dim V = dim V. (1.1.3) 
证 BD zi, X22,..., Za R V BJ 38. 故 对 任何 ak € C, k = 
1, 2, ..., n, Qk = Àk +iltk, Ak, uk ER 有 
Y arrr = 0 < ok = 0 
— A= Huk = 0, 1<k<m. 
而 > GkZk = x 十 2Uk)zZk = EAs + HkJTk). WA 


SMTk + pkJak = 0 4 AMk=puk= 0, 1<k<qn. 
k 


故 Z1,T2,''', Eny Jz1, .1721Tn 线性 无 关 . 
又 WEy, 亦 有 yeET, 故 有 


y= 5 GkZk = Y Ars + kJzk), 
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因而 zi, £2, ..., Zn, Jai, J22, ..., JEn ÆR V, BD zx), 
T2, ..., En, Jai, Jz2, .... Jan Æ V 的 基 . 于 是 (1.1.3) 成 
Z. 口 

定义 2 设 五 为 复 向 量 空间 ， 自 然 E 亦 可 作为 实 向量 空 
间 , 记 为 ER. 显然 Jz = iz 是 ER 的 容许 复 结构 , 而且 ER = E. 
此 时 称 J 为 正则 复 结构 . 

I ei, e2, ..., En A E WA, Mj ei, €2,..., €n, ie1, teo, 
.. ien 为 EF 的 基 . 

命题 3 J 为 实 空间 V 的 容许 复 结 构 ， V 是 相应 的 复 
空间 . V 的 一 个 线性 变换 4 自然 是 V 的 线性 变换 ， 而 且 若 
ARTF V RI zi, z2, ..., Z, 的 矩阵 是 A + ¿A2 (Ai, A 
EXER), 则 4 作为 V 的 线性 变换 关于 基 zi, Z2, ..., En, 
Jzi, J£2, ..., JEn 的 和 矩阵 是 


A, 一 42 
A A 人 
证 事实 上 ， 设 A = (ak), A2 = (a2 i), MI) 


Atk = Y (alk + iaj )Ti 
l 


1 2 
= X alti + 》 aq 和 yzb 
l l 


4.J1zk =i(Azx)= Y (lial, — a?,)zi 


= J (—alk)zi + 》 alkJzi. 


l 
口 


反 过 来 ，V 的 线性 变换 p 不 一 定 是 V 的 线性 变换 . 但 有 
下 面 结论 . 


命题 4 V 的 线性 变换 p 是 V 的 线性 变换 当 且 仅 当 
pJ = Jp. (1.1.4) 


证 xE, vr, z€ V, BJ z, y € V, 显然 有 p(z +) = 
p(z) + p(y). 而 
p((À + šiu)z) = p(Àz + nJz) = )o(z) + Hp(Jz)， 
(À + ip)p(z) = Ap(z) + nJo(z), 


故 p 是 六 的 线性 变换 当 且 仅 当 p((À + in)z) = (X + šn)o(z), 当 
且 仅 当 (1.1.4) 成 立 . 口 

特别 ， 变 换 J PA V 的 线性 变换 ， 而 且 J = 这 车 
zi，z2，...，zn 是 V 的 基 ， J EA V 的 线性 变换 关于 基 
Zi, Z2, ..., Eny JE1, Jz2,..., JEn 的 和 矩阵 是 


0 一 有 
In 0 ) 
其 中 n A n 阶 单位 方 阵 . 
i V 的 线性 变换 p 关于 基 zl，zo2，...，zZn， dzi, Jz2o, ..., 


Jzn 的 矩阵 为 

A B 

(e >): 
则 pJ = Jo <=> A= D,B = C. 此 时 p 作为 V 的 线性 变换 
关于 基 r1, £2, ..., In 的 矩阵 是 4 上 AiC (i = V-1). 


1.1.2 ” 实 向 量 空间 的 复 化 


命题 5 设 克 是 一 个 实 向 量 空间 ， 则 实 线性 空间 W x W 
( 同 构 于 WHW) 上 的 变换 


J: (z, g) — (—w, z) 
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是 一 个 复 结构 . 
证 事实 上 ， 有 


J((z1, MN) + (xz2,Y2)) = (~y1 — y2, 21 十 z2) 
= J(z1， 1⁄1) + J(z2, y2); 


及 
J(A(z; y)) = (~Ay, Az) = AJ(z, y). 


故 J 是 三 x 环 上 的 线性 变换 .又 
J2(z, y) = J(—w, z) = — (z, y) 


故 
J = 一) 


因而 了 是 WwxW 上 的 复 结构 . 口 

由 此 而 得 到 的 相应 的 复 空 间 W xW mh W 的 复 化 , 记 
为 WC. 

WC 中 子 集 ((z, 0)|z e W) 显然 构成 一 个 实 向 量 空间 ， 
而 且 与 W 同 构 . (z, 0) 一 z 为 同 构 对 应 . 今后 记 (z, 0) = z, 
{(z, 0)|z € W) = W. 因而 我 们 将 W 嵌入 到 WC pT. 

命题 6 符号 如 上 所 述 ， 则 有 

(1) Vz € WC, 都 可 唯一 地 表示 为 = 了 十 芭 , zy € W. 

(2) VA + ig € O, z + ¿y € WC, # 


(À + ip)(z + iy) = (Az — n) + i(ày + nz). (1.1.5) 
(3) E Ti, T2, ..., Tn 是 W 的 基 ， 则 亦 为 wo 的 基 . 故 
dim W“ = dim W. (1.1.6) 
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证 (1) z€ WÜP, Bp z = (z, z), z, y € W. 故 有 
z = (z, 0) + (0, z) = (z, 0) + J(y, 0) = z + iy. 
而 且 由 (zi, y1) = (zə, y2), 有 zl = r2, y1 = y2, MEA RHE 


(2) VA +u € O, z + iy € WC, 有 
(A +ip)(z +iy) = (A+ pn)(z, y) 
一 (àz, Ay) + (—uy, uz) 
= (Az — py) + i(ày + pz). 
(3) Vr, y € W # r= Xr, y=) pt, 且 表 示 式 是 
唯一 的 . 故 
T+iy = 2 Are tid Ts 
DO ti) Ts, 
且 表示 式 亦 唯一 . 故 zi, z2, ..., za 是 WC 的 基 . 因而 (1.1.6) 
成 立 . 口 


所 谓 将 一 个 实 向 量 空间 W 复 化 ,实际 就 是 将 的 基 域 由 
R 扩充 为 C . 由 上 述 命题 知 : 


WE = W + JW = W + /—1W. 


反之 ， 任 一 复 向 量 空 间 E, 必 为 某 子 集 所 构成 的 实 线性 空 
间 W 的 复 化 . 
事实 上 ， 设 2，22，.…，zn 为 瑟 的 一 组 基 ， 令 


- {S| ver}, 


则 W 是 及 上 的 向 量 空间 ， 其 复 化 WC(= W x W) 就 是 E. 


6 


11.3 ” 实 李 代数 的 容许 复 结构 


定义 3 g 是 实 李 代数 ，g 的 线性 变换 J 叫做 容许 复 结构 ， 
如 果 J 满足 
(1) J 了 是 实 向 量 空间 g. 的 容许 复 结构 ; 


(2) Jlz, z] = [Jz, y). (1.1.7) 
显然 ， 由 (2) NU Jle, y) = |z, Jy]. 
此 时 了 是 复数 域 C 上 的 李 代 数 . 


事实 上 ， 只 要 验证 [lax,，By] = apBlz， 外 Vo, 8 € C. i 
a =a tian 8 = bı + 65. 于 是 


[(oaa + to2)z, (81 + iB2)Y] 
= [ar + o2Jz, Bıy + b2Jy] 
= QBi[z,y + oz i[Jz, y] 
+o), [z, Jy] + az2b2[J £, Jy] 
= (abı — o262)[z,y] + (2B1 + o102)J[z, y] 
= [(eíñi — azb2) + ilab + asi lfe, y} 
= (a1t+io2)(B + ib2)[x; y). | 
复数 域 C 上 的 李 代数 E, 亦 可 看 成 实数 域 R 上 的 李 代数 ， 


记 为 ER. J : z 一 这 是 容许 复 结构 ， 称 为 正则 复 结构 ， 此 时 
ER =E. 


1.1.4 ” 实 李 代数 的 复 化 复 李 代数 的 实 形 
设 go 是 实 李 代 数 ， 在 实 向 量 空间 go 的 复 化 
g5 = (z +y|z, y € go) 
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中 定义 


[zi + ñA, £2 + iy2] = [z1, z2] — [yi, y2] + i([y1, £2} + [z£1, y2)). 
(1.1.8) 
易 知 99 是 一 个 复 李 代数 ， 而且 它 在 go 上 与 原来 的 李 代数 结构 
一 致 ， 称 为 go 的 复 化 . 
反之 ,车 g 是 复 李 代数 ， 亦 可 看 成 实 李 代数 ， 以 PR 表示 
之 . 如 果 存 在 g 的 子 代数 go 使 得 


95 = 9, (1.1.9) 


则 称 go 是 8 的 一 个 实 形式 . 
显然 g 有 正则 复 结构 J(z) = 这 ， 有 时 为 区 分 g, g” 起 
见 ， 令 J 表示 复 结构 . Vz € g,z = z+ ip, z, y € go z € gË, 
z= r+ Jv. 故 
g? = go+Jgo. (1.1.10) 


11.5 ESE 


定义 4 设 g 是 复 李 代数 g 的 实 形式 . 故 g = {z+iy|z,y € 
go}, g 中 映射 o: z + i — z — iy 叫做 由 go 决定 的 # 34. 
引 理 1 设 o 是 由 复 李 代 数 g 的 实 形 go REKAH, M 


(1) o2(z) = zi; (1.1.11) 
(2) a(z + y) = a(z) + aly); (1.1.12) 
(3) olar) = ao(z); (1.1.13) 
(4) o([z, z) = [o(z), a(y)}, (1.1.14) 


Vz, y € g, o € C. à Èo BREEK. 
证 i z = z + iz2, y = yı + iy, a = a + iaz, 其 中 
T1, Z2, Y1, Y2 € Qo, Gi, 2 € R. 
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(1) o2(z) = o(mi — imo) = 2721+irz2 = z; 

(2) a(z +y) =z +y -i(z2+w2)= a(z) + o(y); 

(3) co(az) = (alzl ~ G2Z2) — i(azzı 十 al72) = Go(z); 

(4) o([z, v])) = [x1, m] - [z2, y2} ~ ilzı, y2] ~ i[2, 3⁄4] 

= [ø(z), o(g)]. D 

# go = (z € g|o(z)= z), Jgo = (z € g|o(z) = —z). 

由 此 可 知 o 不 是 g 的 自 同 构 ， 而 是 g 的 自 同 构 . 

复 李 代数 g 中 一 个 到 自身 的 映射 , 者 满足 条 件 (1) 一 (4), HI 
称 为 8 的 一 个 半 对 合 . . 

引 理 2 RERS g 有 一 个 半 对 合 c, M 

go = (z|or = z) 
是 g 的 一 个 实 形式 ， 而 且 由 go REKREO. 

证 由 于 对 任何 z, y € go, À, p € R, 有 c(Àz + uy) = 
Az + uy € go 及 ol([z, y]) = [o (z), a(y)] = [z, y] € go, 因此 go 
是 一 个 实 李 代数 . 

其 次 , 证 明 g = go 十 igo, H go igo = {0}. 事实 上 ,Vz € p, 
有 ol(o(z) + z) = o(z) + z, o(—i(z — o(z))) = —i(z 一 0o(z)). 故 
1(z + 0(2), = (z 一 o(2)) € go. Ñ z = Le +o(2)) + (š (z — 
o(z)), B) g = go + igo. X z € goNigo, 则 由 z € igo, 有 
zo € go {Ë r = iro. z € go, HU o(z) = z. zo € go, I 
a(z) = o(izo) = —izo = ~x. Ék r= 0. 


由 此 知 go 是 g 的 实 形式 ， 显 然 go HEKRA o. D 


1.1.6 g, gË 5 go 的 Killing 型 


_ 设 g 是 实 李 代数 go HRL, g 可 作为 实 李 代数 记 为 g7. 
故 gR = g. go, g, 9? 的 Killing 型 分 别 记 为 (z，y)o，(z， 切 ， 
(z, Y)R- 


引 理 3 go, g gË 的 Killing 型 有 下 列 关系 
(z, y)o = (z, y), Vr, yE 80; (1.1.15) 
(z, y)r = 2Re(z, y), Vz, y € g". (1.1.16) 


证 i zi, Z2, ..., En 为 go 的 一 组 基 ， 故 亦 为 g 的 基 ， 
而 zi, £2, ..., En, Jzl，jJza，...，Jzn 为 gf 的 一 组 基 ， 其 中 
J 为 正则 复 结构 . 

车 z, y € go, 则 ad zady(zx) € go. 因而 ad xady 作为 go 
的 变换 与 作为 g 的 变换 ， 对 基 ri r2., €n 有 相同 的 和 矩阵. 
故 有 (1.1.15) 成 立 . 

又 Vz, y € gË, 有 


(Jad z) = J[z, y| = [z, Jy] = (ad z : J). (1.1.17) 


故 ad zr 亦 是 g 的 线性 上 映射， 显然 与 r 作为 g 的 元 素 的 伴随 表 
示 的 像 一 样 . 设 adzadyzy 作为 g 的 变换 对 基 z i, £2, ..., zn 的 
矩阵 为 B +C, B, C 为 实 矩 阵 . 则 adzady 作为 g? 的 变换 


对 基 的 和 矩阵 为 
B -C 
C BJ 
由 此 立即 得 (1.1.16). 口 
定理 4 oo, 9, g 同时 半 单 或 同时 非 半 单 . 
证 只 要 说 明 (z, u)o, (z, y), (z, yr 中 之 一 非 退 化 ， 则 


它们 同时 是 非 退化 的 
(1) # (z, y)o 非 退化 ， 而 z 十 iy € g 使 得 


(z+iy, 0) = 0, 
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则 有 (z, go) 十 i(y, go) = 0. X z, y € go, (z, g0) = (m, go)o € 
R, (y, go) = (y, @o)o € R. É (x. go)o = ( go)o = O. 于 是 
r+ = 0. BP (>, y) 非 退 化 . 

(2) # (z, y) 非 退 化 ， 不 难 证 明 


ad Jrady = Jadzad y, 
又 J 对 基 z i, £2, ..., Ta, J£1, Jzo, ..., JEn 的 矩阵 是 
0 -in 
In 0 J’ 
故 对 z, y € gË, ad Jr ad y 对 此 基 的 矩阵 是 
0 -h\/B -C\_/-C -B 
In 0 C BJ VB -ce 
因而 (Jz, Y)R = 2Re(iz， y) = —2Im(z, y)- 若 (y, z)R = 0, 
Vz € g”, W (y, z)R = 2Re(z, y) = 0 @ Re(z, y) = 0. 
又 Im(z, y) = —4(y, Je)r = 0, 故 (z, y) = Re(z, y) + 
iIm(z, y) = 0, Vz € gË, 从 而 (y, g?) = 0, BP (y, g) = 0, 故 


y = 0. 因而 (y, t)r 非 退 化 . 
(3) it (z, u)R 非 退化 . # (z, go)o = 0, WA 


(z, go) = (z, go)o = 0. 


因而 (z, g) = 0, BP (z, y) = 0, Vy € g. Wk (z, WR = 
2Re(z, y) = 0, Vy € g. #k z = 0. 所 以 (z, y)o 非 退 化 . 
因而 (z, y)o, (z, y), (z, z)n 之 一 非 退 化 ， 则 它们 同时 非 
退化 . 口 
作为 练习 ， 读 者 不 妨 证 明 下 述 两 个 性 质 ， 
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1. # gəg= g7,bo 是 go 的 子 代数 (理想 ), 则 09 是 9 的 子 
代数 (理想 ). 而 且 在 理想 的 时 候 有 


[go /bo] = 89 /58. 


2. # +o A go 的 根基 ( 即 极 大 可 解 理 想 ), MJ +C X 89 的 
根基 . 


12 李 代 数 的 自 同 构 与 自 同 构 群 


李 代 数 的 自 同 构 及 自 同 构 群 的 理论 与 李 群 、 线 性 群 的 理论 
密切 相关 ， 为 此 本 节 前 一 半 简 要 地 叙述 一 下 有 关 的 事实 .这些 
事实 今后 还 要 不 断 地 用 到 . 


1.21 。 李 群 与 李 代数 的 关系 


李 群 与 李 代数 的 关系 非常 密切 .我们 主要 用 到 下 面 一 

1.， 设 加 是 一 个 李 群 ,8 为 其 李 代数 . 指数 映射 exp: g — 6 
在 o 是 解析 的 和 可 赣 的 . 

VX € g, t € R, exptX 是 目的 一 个 单 参 数 子 群 . 

2， 若 与 是 加 的 一 个 解析 子 群 ， 则 另 KERS b Æ gK 
FRA. H (expX|X € b) 生成 的 子 群 是 与 的 单位 连通 分 支 . 

3. KZ, # b 是 8 的 一 个 子 代数 ， 则 {exp XIX € b) Æ 
成 的 子 群 $5 是 6 的 一 个 连通 解析 子 群 ， 其 李 代 数 就 是 b. 

4， 若 男 是 台 的 闭 子 群 , 则 $ 可 定义 流 形 结构 使 得 $ 是 
@ 的 一 个 李子 群 . 


1.2.2 ”线性 群 的 一 些 结果 


线性 群 即 线性 变换 构成 的 群 不 仅 在 李 群 与 李 代 数理 论 中 非 
常 重要 ， 在 代数 群 与 代数 李 代数 的 理论 中 也 是 很 重要 的 .下面 
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一 些 结果 是 很 基本 的 . 

1. GL(n, F) ER F EJ > 阶 一 般 线性 群 ， 其 李 代 数 为 
gl(n, F). 由 gl(n, F) 到 GL(n, F) 的 指数 映射 是 

exp X = I+ X + X+ = eX, YX € gl(n, F), 
H expgi(n, F) 必 包 含 GL(n, F) 的 一 个 单位 邻 域 . 

W @ 是 GL(n, F) 的 子 群 ,其 李 代数 为 g. N expg 包含 6 
的 一 个 单位 邻 域 . 若 8 连通 ， 则 B 由 exp g= [exp X|X € g} 
ÆR. 6 非 连 通 ， 则 expg ER G 的 单位 连通 分 支 . 

2. GL(n, R) 的 一 个 子 群 6 RA 代数 群 , 如 果 有 n 元 
多 项 式 族 {Pa}, 使 得 o = (zij) € 6 之 充 要 条 件 为 


已 (zll T12, ,+s Tnn) =0. 


GL(n,C) 的 一 个 子 群 6 RA 伪 代 数 群 , 如 果 有 2n? 元 多 
项 式 族 {Po}, 使 得 c = (zij + V 一 1 € 之 充 要 条 件 是 


Pal... Zi; ... Yij ...) = 0. 


显然 GL(n, C) (或 GL(n, R)) 的 伪 代数 群 或 代数 群 均 为 它们 
的 闭 子 群 ， 故 为 其 李子 群 ， 因 而 是 李 群 ， 

3. 设 O 是 线性 群 ，9 为 其 李 代 数 . vc € @, 可 定义 @ 
到 自身 的 一 个 映射 0, 如 下 : 


bE = c€o 1. 


显然 go 是 6 的 一 个 自 同 构 ， 叫 内 自 同 构 . bc 诱导 了 9 的 一 个 
自 同 构 6, (或 d0,), 满足 : 


OoexpY = expbo VY € g. 
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引 理 1 ó, 有 下 述 性 质 : 

(1) BY =0Yo!, Voe 8,Y eg. 

(2) # o= exp X (X ë g), ij 0, = expad X. 
证 (1) H€ = expY, WA 


exp boY = (exp Yo 
=o(I +Y + 3Y? +o) 


= expoY o`}. l 


于 是 (1) 成 立 . 


(2) 用 归纳 法 可 以 证 明 


大 
Sopire XY XT = (adX )*Y, 


r=0 


其 中 Cr = RE 


i o = exp X, 于 是 | 
OY = oYo"= (exp X)Y (exp (—X)) 


x 
=(+X+ gt YU- 


=). Cl ymy x" 
m'n! . 


oa k 
= y` KOOY x") 


k=0 è r=0 


故 (2) 成 立 . 


此 引 理 对 一 般 李 群 亦 成 立 . 
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.) 


1.23 KAMAR AAH 


定义 1 李 代 数 g 的 一 个 线性 变换 a 称 为 一 个 S+. 若 满 
= 
ajz, v] = [az, y] + [z, oy], Vz, y € g. 


FA, Vreg adr 显然 是 一 个 导 子 ， 称 为 内 导 子 . 


以 Əla] 表示 全 体 导 子 的 集合 ， 自 然 adg 是 全 体内 导 子 的 
集合 ,对 a, c [g], 定义 


[a, 8] = a8 — pa, 


则 2lg] 是 一 个 李 代 数 ， 称 为 g 的 导 子 代数 . 
由 于 对 任何 a € Ə[g], adz eadg 有 


[a, adx] = adaz. 


因而 adg 是 9[g] 的 一 个 理想 . 
定义 2 FRA g 的 非 异 线性 变换 0 称 为 g 的 一 个 BE) 
构 ， 如 果 vr, yE 6, 均 有 


0[z, y] = [0>, 8y). 


所 有 的 自 同 构 构成 一 群 ， 称 为 g 的 自 同 构 群 , 记 为 Aut g. 

若 8 是 r 维 实 李 代数 ，be Aut g C GL(r, R). X 0 亦 可 
看 成 g2 的 自 同 构 ， 故 Autg C GL(r, C). 

引 理 2 Autg 是 GL(r,R) 的 代数 群 ， 亦 是 GL(r,C) 的 伪 
代数 群 . 故 Autg 是 一 个 李 群 . 

证 设 zi, £2, ..., Zr 是 8 的 一 组 基 ， 且 


r 
[z;, z;] = Y Crk, 1 <i, j<r. 
k=1 
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ik 0 € GL(r,C), bzi = s aj mj, 1 < í < r. 0 € Aut g AE 
2=1 
条 件 是 
0[z;, zj] = [Oz:, 0zi], 
Rp 
Y ua, Cb, = > Chjan, B aji = aji. 
st k 


ik Autg 是 GL(r, R) 的 代数 群 ，GL(r, CC) 的 伪 代 数 群 ， 因 而 
是 一 个 李 群 . 口 
引 理 3 Autg 的 李 代数 aut g = Ə[g]. 
证 首先 证 autg C Ə[g]. Va Eautg, t € R, 则 expte € 
Aut g. 因而 有 
[expta(z), expta(y)] = expta([z, y]), Vz, y € g. 
故 
[z, y] + tlale), s| + Íz, al) +t2z = [z, y] + to[z, y} + 2z, 
故 
[az, y] + [z, ay) = af[z， y), 
Bp a € Əlg]. 
其 次 ， 证 明 Ə[o] C autg. 容易 证 明 ， 若 a € Əlg], z, y € g, 
则 
k " . . 
ok |z, y] = 》 Clair, aty). 
i=0 
现 对 Va € Ə[g], z, y € 9 H 


[expe)z, (exp a)y) - ==, S l 


m=0 n=0 


16 


1 k! kon n 
=Y ` le” z, a”y] 


故 expa € Aut g. 即 a c aut g. 因而 引 理 成 立 . n 
定义 3 Autg 中 以 adg 为 李 代数 的 连通 子 群 称 为 8 的 内 
自 同 构 群 . 记 为 Ad g (或 Int g). 
由 引 理 1 知 Adg 由 {66lo € 6} MER. 
引 理 4 如 果 g 是 半 单 李 代 数 ， 则 Ə[g] = ad g. 
证 车 不 然则 有 DE 9lg], 但 D4adg. 令 


gı =adg + L(D) 


其 中 L(D) 是 D 生成 的 线性 空间 . 由 adg 为 g 的 理想 ， 知 g1 
是 非 半 单 李 代 数 . g 半 单 ， 故 adg IFA. ir H g 的 根基 
( 即 极 大 可 解 理想 ), HJ 


gi = ad girt. 


显然 dimr = 1. kk t = £€(%) ( 即 由 人 生成 的 一 维 空 间 ). Vre € g, 
有 
adTz = |T, adz] € adg Nr = (o), 

故 ad Tz = 0. 由 于 g ¥¥, POA 0, #& Tr = 0, BT = 0. 此 
矛盾 证 明了 本 引 理 . 口 

系 1 # g 是 半 单 李 代 数 ， 则 Adg 是 Autg 的 单位 连通 
分 支 . 

证 Autg 的 单位 连通 分 支 由 exp Əlg] 生成 , BIH exp ad g 
生成 ， 即 Ad g. 口 
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系 2 g 半 单 , 则 Adg 是 Autg 的 正规 子 群 , H Autg/Adg 
是 离散 群 . | 

下 面 我 们 假定 go 是 实 半 单 李 代数 ，g = 9g9, 相应 有 PR. 于 
是 go, p, gR 均 是 半 单 的 . 设 J 是 相应 的 正则 复 结构 . Adg? 
是 Aut gk 的 单位 连通 分 支 ， 由 于 


Jadr =adzJ =adJz, Vz e€ g”, 


故 adr 为 g 的 线性 变换 . exp adz 亦 为 和 的 自 同 构 ， 仍 称 为 
内 自 同 构 ， 全 体内 自 同 构 生成 的 群 记 为 Adg (= Adg’). 

定理 1 设 go 是 复 李 代数 8 KER, Go 是 AdgF 中 
以 ad go 为 李 代数 的 连通 子 群 . 则 有 

(1) Go 是 闭 子 群 ， 

(2) Go 与 Ad go 同 构 . 

证 (1) 由 Go 之 定义 知 Go 是 由 exp adz (AX € R, z € 
go ) 所 生成 . 设 o 是 go 所 决定 的 共 斩 . 因而 ze go — cz = z. 
而 由 于 


adoz y = [oz, y] = [oz, go2y) = o|z, oy], 


X c Egba, o? = L. ik o = c-l. 因而 


ador = cad zo 1. 


又 由 g? 半 单 知 adz = ady 4> z =y. 由 此 知 z Ego — 
adz = gadzo™t. 又 


1 1 


expecÀadro = cg:expÀadr:co , 


z€ go 4> expMadr = c -exp)adz. "1. 
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于 是 
te Go => t= oto`1, 


即 
Go = {tloto-! = t}. 


故 Go 是 闭 子 群 . 
(2) 由 Jadz = adzJ, #& J exp Aad z = exp adz - J. 
X t € Go, M adz(go) S go, Vz € go NH t(go) = go. WK go 
是 上 的 不 变 子 空间 . St = tlo 又 从 J exp Aadz = exp Aadz-.J 
知 有 Jt = tJ. z € gË, z = zi + Jz, £1, £2 € go. WE 


tz = tz1 + tJzə2 = tzi + J(tz2) = tr1 + J(tU ro), 
i U = id <> t=id. i ó: t — U E Go 到 Adgo 上 的 群 同 
构 ， 且 在 单位 点 解析 ， 由 


了 -1 Lu 
t e eo 2 


Li-1, ó, Ly 解析 ， 9 在 t 处 解析 ， 故 Go 与 Ad go 同 构 . 口 
由 此 定理 我 们 可 把 Ad go I A Adg (= AdgR) 中 ， 即 把 
Ad go 看 成 Ad g“ 的 闭 子 群 . 


13 紧 致 李 代 数 与 紧 致 扯 入 子 代数 


1.3.1 H. Weyl 定理 及 紧 致 李 代 数 


H. Weyl 定理 设 6 是 作用 于 实 ( 复 ) 线性 空间 V 上 的 
紧 致 线性 群 ， 则 必 有 V 上 的 正定 二 次 (Hermite) 形 在 6 下 不 
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证 因 8 紧 致 ， 故 为 么 模 群 ,因而 有 不 变 测度 dg. 设 Q 
Æ V 上 任意 一 个 二 次 (Hermite) Æ. 令 


H(z, y) = 人 Q(gz, gy)dg, 
则 
H(gız, gy) = f Q(ggiz, ggiy)dg 


= 上 Q(gz, gy)dg 
= H(z, y). 


即 H(z, y) 在 6 下 不 变 . 

又 由 Q(z, y) 正定 . # z Z 0, W Q(gz, gz) > 0, k 
H(z, z) > 0. BB H 是 正定 二 次 (Hermite) JÉ. o 

定义 1 若 实 李 代数 9 的 内 自 同 构 群 Adg 紧 致 ， 则 称 g 是 
紧 致 的 . 

R KERER Ó 的 李 代 数 g 是 紧 致 李 代 数 . 

因为 Adg 是 6 的 伴随 表示 的 同 态 像 ， 故 紧 致 . 口 

引 理 1 设 g 是 紧 致 李 代 数 , 则 有 g 上 正定 二 次 形 H(z, y) 
满足 : 


H(adz(y), z) + H(y, adz(z)) = 0, Vr, y, z €g. (1.3.1) 


证 因 Adg 紧 致 ， 故 由 H. Weyl 定理 知 有 g 上 正定 二 次 
JÉ H(z, y) 使 得 对 任何 z, y, z e g,t ER 有 


H(et°4=y, etsd=;) = H(y, 2). 


而 


t? 
etadz 一 了 十 1adz 十 > (ad z) +e 
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故 有 
H(y, z) + t(H(adz(u), z) + H(y, adz(2))) + O(t) 


= H(y, z). 


W (1.3.1) 成 立 . o 
我 们 也 称 具 有 此 性 质 的 正定 二 次 形 H(z, y) 在 g F RE. 
R KAFR g 的 Killing 型 半 负 定 . 
证 设 e1，e2，...，en 是 对 于 g 的 不 变 正定 二 次 形 H 的 
WEEZE. Hadr 关于 基 e1, e2, ..., ea 的 矩阵 为 (zi;), W 


Hladz(ei), e;) + H(e;, adz(e;)) = 0 


(z, z)= 3 Y z¿kzká = - Y Y 22, < 0. 口 
i=1 k=1 i k 
引 理 2 # go 是 紧 致 李 代 数 g 的 理想 ， 则 有 g 的 理想 g, 
使 得 
g = go 十 9g1. (1.3.2) 
证 it H(z, y) 是 g 的 正定 二 次 形 . $ 
gı = (z|H(z, go) = 0}, 
则 有 g1n go = {0}. B xF Vy € g, £ € g1, z € go # 
H(ady(z), z) = —H(z, ady(z)) = 0. 
k ady(x) € gi. $ gi Æ g HRE. FE (1.3.2) RX. o 
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系 ” 紧 致 李 代 数 g 可 分 解 为 极 小 理想 的 直 和 : 
9 二 91 十 82 十 .… 十 gk， 


而 且 H(gi, g;) = 0, [gi, g;] = 0, Vi # j. D 
定理 1 设 g 是 紧 致 李 代 数 ， 则 g = coi. 其 中 c 是 g 的 
Po, g 是 g 的 唯一 的 极 大 半 单 理想 . 
证 由 引 理 2 知 有 


g= c+g, H(c, 01) = 0. 


若 g1 非 半 单 ， 则 有 可 换 理想 go. 故 g = c 十 go 十 gz, H(go, g2) = 
0, # [go, 92] E go N g2 = 0, 大 [go, g] = 0, go € e 这 就 产生 下 
盾 . Wk g 半 单 . 

又 设 go 是 g 中 任 一 半 单 理想 ， 故 go = [go，gol, 因而 


go C Íg, g] = [g1, 91] = 81, 


故 g 是 g 的 唯一 极 大 半 单 理想 . 口 

定理 2 实 李 代数 g 紧 致 半 单 的 充 要 条 件 是 其 Killing 型 
f =E. 

证 H g 紧 致 半 单 ， 得 (x, u) 非 退 化 ，H (z, z) < 0, 
Vz € g. Wk (z, z) < 0, BI g Z Killing 型 负 定 . 

反之 , # g Z Kiling 型 负 定 ， 故 非 退 化 ， 因 而 g 半 单 . 又 
Adg 是 Autg 的 单位 连通 分 支 ， 故 为 闭 子 群 . 

X VA € Autg, z,y € g, A ad Ar = AadzA-1, ad Ay = 
AadyA`!. 于 是 (Az, Ay) = (z, y). 故 Autg £ (z, y) PÆ. 
由 (z, y) MEA Autg 是 O(n) (n = dimg) 中 闭 子 群 . 故 Adg 
亦 为 Oln) 的 闭 子 群 ， 故 紧 致 ， 因 而 g 是 紧 致 半 单 李 代数 . D 

系 1 对 于 实 李 代数 g, 下面 三 个 条 件 是 等 价 的 : 
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(1) 9 是 某 个 紧 致 李 群 G 的 李 代 数 ; 

(2) Adg 紧 致 ; 

(3) 存在 g 的 不 变 正定 二 次 型 H(zx, y). 

证 由 紧 致 李 代 数 定义 之 系 知 从 (1) 可 得 (2). 从 引 理 1 可 
知 由 (2) 可 得 (3). 现 假定 (3) RZ, M g = ctg, c 是 g 的 中 
D, p 是 p 的 唯一 的 极 大 半 单 理想 (由 引 理 2 即 可 得 到 ), 而 县 
gi 的 Killing 型 负 定 . 故 Ada, 紧 致 ， 其 李 代 数 为 ad gi Sgi, 
又 dimce 维 环 面 T'dime 紧 致 且 其 代数 为 c. 故 g 是 紧 致 李 群 


T'dimc x Ad gı 


的 李 代数 .因而 (1) 成 立 . 口 
系 2 若 g 是 紧 致 半 单 李 代 数 , MU Aut g/Adg 是 有 限 群 . 
事实 上 ,从 定理 2 的 证 明知 Aut g, Adg HA O(N) 的 闭 子 

群 ， 故 紧 致 .又 Adg 是 Autg 的 单位 连通 分 支 . 故 Autg/Adg 

紧 致 ， 离 散 ， 故 有 限 . 口 


1.3.2 ” 紧 致 嵌入 子 代数 


定义 2 设 g 是 实 李 代数 ， 引 是 g 的 子 代 数 .，Adok 是 
Adg 中 以 adot 为 李 代数 的 解析 子 群 . 若 Adst 紧 致 ， 则 称许 是 
g 的 RRRA TFA. 

显然 ， 若 g 紧 致 ， 则 g 是 它 自身 的 紧 致 丛 入 子 代数 . 

命题 1 (1) s BARRAT t 是 紧 致 李 代数 . 

(2) g 的 紧 臻 半 单 子 代 数 上 必 是 g 的 紧 致 嵌入 子 代数 . 

证 (1) 因为 Adg 的 子 群 Adat + ERE. ik VA € Ad;t 
有 Al € Ad. WA Adat FJ Ade 的 同 态 对 应 . H Adat 紧 致 ， 
故 得 Adt KA, Am e 紧 致 . 
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(2) CABEM, MeS adt, 且 Adt 紧 致 . 又 Ad -> Adt 
是 覆盖 映射 . H. Weyl 证 明了 紧 致 连通 李 群 的 通用 覆盖 群 及 同 
态 象 均 是 紧 致 的 ， 故 Adat 紧 致 ， 即 & 为 紧 致 租 入 子 代 数 . o 


1.3.3 ” 复 半 单 李 代数 的 紧 致 实 形式 
并 非 任 何 复 李 代数 都 有 实 形式 ， 但 可 肯定 复 半 单 李 代数 有 
定理 3 任 一 复 半 单 李 代 数 g 恒 存 在 一 个 紧 致 实 形 . 
证 ig 为 复 半 单 李 代 数 ，9 为 其 Cartan FRÆ. TEË 


9g=b+ 》 9°, 


acA 
A 为 根系 . 
对 每 个 a € A, 可 由 Killing 型 ( ，) 确定 唯一 的 H, 使 得 
(H, H.) =o(H). 对 a, 8 € A, a(Hp) 是 实数 . 
对 每 个 a € A, 可 选取 Xa € 9° 使 得 
[Xa, X-a] = Ha; 
[H, Xa] =a(H)Xa, H €b; 
[Xa, Xa] = NapXa+p， 


Nag = 0, 当 aw 十 6&A， 
Nag = 7-a- 
N2 g = Z401 + p)a(Ha), 


其 中 p, q 是 整数 ， 且 6 十 na (p < n < q) 是 通过 B 的 a- 根 
链 . 
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由 {Ha} 生成 的 实 线性 空间 >, RH, 是 日 的 实 形式 ， 叫 做 
b 的 WS, 记 为 bk. + 


gk = Y R(iH.)+ Y R(Xa - Xa)+ J R(i(Xa + X-a)). 
acA acA acA 


则 g 是 R 上 的 李 代数 .这 是 因为 


RHa, Xa — X-a] = a(Ha)i(X, + X-a) € pk, 
REHəa, i(Xa 十 X_a)] = —a(Hg)(Xa 一 X-a) € Bk, 
以 及 
[Xa — X-a Xa— Xa] _ 
= ap(Xa+6 一 X-a-6) — Na -8(Xa-8 一 Xp-a) € gk, 
[i(Xa + X-a), ¿(Xa + X_a)] 
= ap(Xa+6 一 Xa-p) 一 Na_p(Xa_p 一 Xp-a) € gk; 
[Xa — X-a; i(Xa + X-6)j] 
= ¿Nan(Xa+8 + X--a-8) + N, -a(Xa-8 + X8-a) € gk. 
显然 gt = gk + igk, X dimR gk = dimc g, 故 gk 是 g 的 实 形 
式 . 
又 gk 的 Killing 型 是 g 的 Killing 型 在 gx 上 的 限制 . 
注意 到 当 + 8 Z 0 PF, (Xa, Xa) = 0. 又 由 
a(H) = (H。, H) 
= ([Xa, X-a], H) = (X-a, [H, Xa]) 
=a(H)(X-a, Xa), 


可 得 (Xa, X-a) =1. 所 以 
(Xa 一 X-a, Xa 一 X-a) = —2, 
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(i(Xa + X-a), i(Xa + X-a)) = —2, 
(iHa, iHa) = —a(H.) < 0, 
(X, — X-a, i(X, + X_.)) = 0. 


由 此 可 知 gk 的 Killing 型 负 定 ， 故 gs 紧 致 半 单 ， 为 g BU 3 
实 形式 . 口 


1.4 Cartan 分 解 
1.4.1 E. Cartan 的 一 个 定理 


下 面 的 Cartan 定理 是 很 重要 的 . 为 证 明 这 个 定理 ， 先 证 
几 个 引 理 . 

引 理 1 设 7 是 复 李 代数 9g 的 一 个 半 对 合 ，u 为 对 应 的 实 
ER, (z, y) 是 g 的 Killing Æ. WW 

(1) (zz, rg) = (x, y); 

(2) H(z, y) = —(z, Try) Æ g 上 Hermite ¥, mH u 紧 
臻 半 单 之 充 要 条 件 是 H 正定 . Í 

证 (1) 以 (，)u 表示 4 的 Kiling Æ, M (w, v) = 
(w, v)u € R, Ww, v € u. 

Vz = zı + izə, Y = 1⁄1 + ig2 € g, 21: Z2, 1, 92 Eu 有 


(rz, TY) = (Zi, Y1) — (z2, y2) ~ i((zi, Y2) + (z2, y1)), 


(z, y) = (z1, yı) 一 (z2, y2) + i( (z1, y2) + (£2, y1)). 
又 (z1, yı), (z2, y2), (zi, y2), (zo, 1⁄1) 均 为 实数 ， 故 (1) 成 
M. 
. (2) 因为 H(y, z) = -(rz，72y) = —(z, Ty) = H(z, y). 
故 H(z, y) 是 g 上 Hermite ¥. 
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ER As um- -一 


又 u 紧 致 半 单 当 且 仅 当 (z, z) < 0, VO Z z Eu $ 


r= zi + i£2, 721, Z2 € u. 于 是 
H(z, z) = —(z1 + i£, £1 一 172) = —(zi,21) — (£2, £2). 


故 (Ju 负 定 之 充 要 条 件 是 HEE, ku 紧 半 单 的 充分 必要 条 
件 是 H EE. 口 
引 理 2 着 o,7 均 为 复 李 代数 g 的 半 对 合 , M| N = or 为 
g 的 自 同 构 . 且 N = ro. 
证 由 7, c ni, k N n, AN =ro. 又 


N(x+y) = o(rz+ry)= Nz + Ny, 
N(az) =alar(z)) = aN(z), 
N([z,y)]) = o([zz, Tyl) = [Nz, Ny]. 


i N 是 g 的 自 辣 构 . 口 
引 理 3 u 是 复 李 代数 g JR JE SK, HABRMAN 7. 又 
o Æ g 的 自 同 构 ， 则 Bu IA g XER, HEWA pro. 
H u 紧 致 时 pu 亦 紧 致 . 
证 先 证 gpro 是 一 个 半 对 合 ， 事 实 上 


pro -r = I; 

grg (ar) = apro (x); 

prot (e +y) =pro (z) + pro~! (y); 

oroz, y} = lør (z), grøt {y)]. 
X rr = z HHR prr = éz, 当 且 仅 当 gr 人 Loz) = p(s). 
i bu = (éz|Tz = z) = (u|éré-1(u) =y} 是 9 的 实 形式 ， 对 
AKIA promt. 
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LE Qr, y) 是 u 上 的 不 变 二 次 形 ， 则 Q (éz, py) = 
Ql, y) bÈ gu 上 的 不 变 二 次 形 ， 故 4 紧 致 时 ， pu 亦 紧 致 . 
口 

引 理 4 E o,r HARRERA g 的 半 对 合 ， 对 应 实 形式 为 
u, o, 则 cr = ro 当 且 仅 当 ov = o, 当 且 仅 当 +u = u. 

证 i ov = v, Vr,yE0 有 ox, ou € co = vo. 因而 
T(oz) = oz, T(oy) = oy. 故 


oT(T+iy) = oz-+ io 
= Toz 十 2TOV 
= Tro(z + iy), 


即 or = rc. 同 理 由 Tu = u 亦 可 得 or = ro. 
反之 ,， 若 or = ro, 则 对 zxEv 有 


T(cz) = (ro)z = (co7)jz = o(rz) = oz, 


Ék oz € b. X z = o?z = o(or) € co, 因而 co = o. 同 理 
Tu = u. D 
定理 1 设 go 是 实 半 单 李 代 数 ，g = g6; u 是 g 的 一 个 紧 
HER o,r 分 别 为 go, u 所 决定 的 共 轿 . 则 存在 g 的 一 个 
自 同 构 o, 使 得 pu 在 o FRE. 
证 Wu 紧 致 半 单 ， 故 g 上 Hermite JÉ 


H(z, y) = —(z, Ty) 
是 正定 的 . XN = or 6 Aug. N Ir=rTN. 又 
H(Nz, y) = —(z, N ru) = H(z, Ny). 
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因而 N 是 g 上 一 个 Hermite 对 称 变换 . 因而 可 选取 g 的 一 组 
基 Ti, T2, -e Tn, 使 得 在 此 基 下 有 


N = diag (1, H2, Hp， 由 天 0 ER. 
在 此 基 下 ， N2 = PP 之 矩阵 为 
P = diag (A1, àz, 03 Anh X = 02 > 0. 
令 
Pt = diag (À, Ab, =, A), 


则 有 PN = NPt, 而且 Pt e Autg. 
事实 上 ， 车 [z;; zk] 一 E Cikti, 从 Pe Autg, 得 
[Pz;, 已 zk] 一 Plz;, zk], 
有 
和 NARCT = MC. 
车 Ch. 关 0, 则 和 和 = Ar K MAL = M. # Ct, = 0, 则 上 式 对 
任何 数 均 成 立 ， 故 有 
是 和 CO = NON, 
HI Ptzj，Ptz = Pt|z;, zk]. 故 Pt € Autg. 
故 Piu 亦 为 g 的 紧 致 实 形 ， 对 应 的 共 思 为 71 = PtrP-*. 
X 
TPr =rN?r = roro = P. 
& A = diag (ln ài, InÀ2, 0, nàn), MJ Pt = e. 由 上 式 有 
TATT} = —A, #k r(tA)r "1 = —tA. 从 而 TPtir-1== P. 由 此 
E 


Z! 


í 


J 


on =0 PrP = orr PrP = NP”, 
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Tio = (on) t = (NP) = NIP, 


Piu 在 o 下 不 变 当 且 仅 当 on = no, BJ WP-2 = N-P, B| 
N? = P. 故 可 取 上 = 1/4, ó = P14 即 为 所 求 . 口 
1.4.2 Cartan 分 解 及 其 性 质 


设 go 是 实 半 单 李 代数 ， 8 = g5. o 是 go H3. u 是 
g 的 紧 致 实 形 式 ， 满足 ou = u. r E u Hi. 因而 or = ro. 
Tgo = go. 于 是 TE Autgo. H 72 = I. 有 


go 三 gol + 980-1， 
go+1 = (z|z € go,T(z) = +z). 
又 因 
g =u+ Ju, 
u = (zlr(z)= z), Ju= (z|r(z)= —z), 


故 
go = go NU + go N Ju. 


在 g 中 上 式 可 写成 
go = go NuU + go Niu. 


同 理 
u= go lu + u igo. 


$S to = goNu, po = goN iu. 于 是 to 是 子 代 数 ， 且 
go = t + po, (1.4.1) 


u = Ëo + ipo. (1.4.2) 
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定义 1 go 是 实 半 单 李 代 数 ，g = aÇ. # go = to +p 是 
go 的 一 个 向 量 空间 的 分 解 ， 而 且 满 足 
(1) to 是 一 个 子 代 数 ; 
(2) to + ipo 是 g 的 一 个 紧 致 实 形式 . 
则 称 此 分 解 为 go 的 一 个 Cartan 分 解 . 
从 前 面 的 讨论 知 任何 实 半 单 李 代 数 均 存 在 Cartan 分 解 . 
下 面 讨论 Cartan 分 解 的 一 些 性 质 . 
命题 1 如 果 go = to + po 是 go 的 一 个 Cartan 分 解 ， 则 
A TIAR: 
(1) 3s € Aut go, 使 得 sz = x, Vz € to; sy = —y, Yy € po. 
(2) [#o, to] S o. [po, bo] Š to, [to，poj Š po- 
(3) Vr € to, y € po, 有 
(z, z) <0, 2 天 0; f 
I (y, u) > 0, yA0; (1.4.3) 
(z, y) = 0. 


其 中 (,) 是 g= S 的 Killing 型 . 

(4) bo 是 go 的 一 个 最 大 紧 致 姐 入 子 代数 . 

证 (1) IN go = to + po 是 Cartan 分 解 . 故 = bo + ipo 
E g 的 紧 致 实 形式 . 设 对 应 的 共 轿 为 7. 则 对 zeto H rz = z. 
X} y € po, BR iy € ipo A T(y)=7(—i- tiy) = -y. B go = go- 
因而 s= T|go € Autgo. H s(x) = z, z € to; s(y) = —y, y € po- 

(2) to 为 go 的 子 代数 ， 故 [to, to] S to X Yr € to, 
y, z € po. 有 


s[z, y] = [sz， sz) 一 |z, —y] = -[z, y), Rp {z, y] € po, 
s[u, z] = (sy, sz] = [-y, —z] = ly, z), Bh fæ, y] € bo, 


即 [ëo, po] S po. [Po, po] C Eo. 
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(3) W z+ iy Eu, sE to, y € po, u Æ g 的 紧 致 实 形式 W 
(z + iu, T+iy)u = (z + iy, z + i) < 0. 


而 (z, z) = (z, T)go» (y, y) = (y, Y)go> (x, y) = (z, Y)go 均 为 
实数 ， 又 


(x + iu, z + u) = (z, z) — (y, y) + 21(z, y), 


因而 (3) 成 立 . 

(4) 因为 Adgo 与 Adu 均 为 Adg” WATE, X Adu 紧 
致 . 故 AdgomAdu 亦 紧 致 ， 且 李 代 数 为 go u = to. WK to ñ: 
go rh E: S SX RK A. ftJ. 

由 于 五 (z,y) = 一 (x,7y) Æ g 上 正定 Hermite 型 ， 而 且 有 


Hladz(y), z) = (u, [z, rz]) = (y, rirz, z]) 
= —ĦH (y, adrz(z)). 


# z € bo, W re = z, *Fj H, adr 是 反 称 Hermite 变换 ， 故 
adz 的 特征 值 为 纯 虚 数 . 
# z € po. Wj zz = —z. WF H, adr 是 对 称 Hermite 变 
F. 故 adz 的 特征 值 是 实数 . 
若 to 非 极 大 , 则 有 紧 致 嵌入 子 代 数 扎 2 to. WA 0 z € 
t N po, 而 adzi 是 对 称 Hermite 变换 ， 特 征 值 为 实数 ean 
是 无 界 集 ， 不 属于 任何 紧 致 子 群 ， 矛 盾 . 故 go 极 大 . 口 
命题 2 f go = Éo + po 是 向 量 空 间 的 分 解 ， 而 且 
G) 有 seAutgo 使 得 sr = r, z € to, sz= 一 ZEbo0. 
(2) (z, z) < 0, YO Z z € bo, (y, y) > 0. V0 Z y € po. 
则 此 分 解 为 go 的 Cartan 分 解 . 
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证 H (1), f$ (z, y) = (sz, sy) = —(z, y), BI (z, y) = 0, 
Vz € fo, y € po. ME s[zi, z2} = [szi, szə] = [zi, z2], 
Vz1, z2 € Ëo. 故 [Eo, bo] C to, BD Eo 是 子 代数 . 

& u= bo + ipo, WA 


fu, u] = fto, to] + (to, ipo] + [po, po] Š to + ipo = u. 


故 u 也 是 9& 的 子 代数 . 
X VOZ z+üu Eu, 有 


(z+ iu, T+iy)h = (z, z)ao 一 (Y, 2jao + 24(z, Y)go 
= (z, T)go 一 (y, Y)go <0. 


故 u 紧 臻 半 单 . H g= go+ igo 故 必 有 8 = u + iu, ËD u Eg 
的 紧 致 实 形式 . 

故 go = Eo + po Æ Cartan 分 解 . 口 

R 若 4 是 复 半 单 李 代 数 g 的 紧 致 实 形式 , 则 gË = 二 wu 
是 gf 的 一 个 Cartan 分 解 . 

证 ito RH ukek, M oc Aut g&, H 


o(z+ Ju) —z— Jy, Vr, 7 € u. 


x 
(z, z),a = 2Re(z, z) = 2Re(z, z)u = 2(z, z)u < 0, 
(Jz, Jz),a = 2Re (Jz, Jz) = —2Re(z, z) > 0. 

由 命题 2 知 gR = u + Ju 是 Cartan 分 解 . a 
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15 实 半 单 李 代数 的 自 同 构 
1.5.1 ”预备 知识 


设 V ERZE, H(z, y) 为 其 Hermite 内 积 ， a E V E 
Haz, y) = H(z, ay) 


所 定义 的 线性 变换 a" 称 为 a 的 HME. 

若 a`! = a*, BB H(az, y) = H(z, a-1y), 则 称 a 为 AE 
J. 车 a* =a, BB H(az, y) = H(z, ay), 则 称 a 为 Hermite 
(对 称 ) 的 . 车 a* = —a, 即 H(az, v) = —H(z, ay). 则 称 a 为 
Hermite 反 称 WJ. 若 a*a = aa*, 则 称 a 为 正规 的 . 

显然 ， 上 面 所 述 前 三 类 变换 都 是 正规 变换 . 

所 有 西 变 换 构 成 一 群 ， 称 为 AR, 记 为 U(V). 

命题 1 (1) 若 a 是 正规 变换 ， 叉 Wi 是 a 的 不 变 子 空 
间 ， 则 Vi 亦 为 a 的 不 变 子 空间 . 而 且 ， 可 找到 的 一 组 标准 
正 交 基 使 得 a 的 矩阵 为 对 角 和 矩阵 ， 即 


a = diag (Ai, À2, ..., An), 


其 中 A, Az, a, An 为 a 的 特征 值 . 

(2) # a 是 西 变换 ， 和 为 其 特征 值 ， 则 A=]. 

# a 是 Hermite 变换 ， 和 为 其 特征 值 ， 则 入 是 实数 ， 

车 a 是 Hermite 反 称 变换 ， 则 其 特征 值 和 为 纯 虚 数 . 

证 (L) ikun ..., Uk, uk -es Un 分 别 为 Vi, Ve 的 
标准 正 交 基 . JU) vi，z，.…，un 为 V 的 标准 正 交 基 ， 且 a, a* 
在 此 基 下 的 矩阵 为 


A 0 A A, 
A A4) (o 357: 
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我 们 只 要 证 明 Ao =0 就 可 以 了 . 由 于 a*a = aa*, 于 是 有 


(2 A,A, z) _ (Taa AL A2 Ç) 
AzA, AzA, + AsA5 J ` AZ Ao A} As j ` 
因而 ， tr(4942) = 0. 进而 ， A2 = 0. 

I (2) 将 a 对 角 化 后 ， 可 得 a* = diag (Xi, À2, ..., An) 

a 为 西 变换 , a`! = diag (和 l AZ, ..., A71), W À; = = À) 1 
XÀ; = 1. 

a 为 Hermite 变换 ， 则 A = X; 故 X 为 实数 ， 

a 为 Hermite 反 称 变换 ， 则 À; = A, A 为 纯 虚 数 . 口 

引 理 1 设 与 是 V_ 上 所 有 Hermite 对 称 变换 集合 ， 分 是 
V 上 所 有 正定 Hermite 变换 集合 ， 则 映射 exp: W — eW 是 
$ #| 分 上 的 一 一 映射 . 

证 Wt— W € 9, # 


(wy = y ("y -55 (W = e` = eY. 


n=0 n=0 ” 


H# u R W 的 特征 根 则 ee 是 ew 的 特征 根 . X 4 是 实数 ， 
故 en > 0. 因而 eg ew. 
X h € 9'. 可 选取 标准 正 交 基 {v} 使 得 h 的 矩阵 为 


diag (A1, M2, ..., Mn). 
定义 W, 使 得 W 在 {vu} 下 的 矩阵 为 
diag (ln A1, ln àz, ..., In Àn), 


又 车 有 W € 9, 亦 使 ew = h. W u E: W 的 对 应 特征 值 

u 的 特征 向 量 ， B o= lao. wA 
hv = eW' o = etv. 

另 一 方面 ， 有 


hv = X ahv; = Y aidivi, 


于 是 有 ， 若 Xi Z et, 则 .ai = 0. Bl u= Y avi. 故 
入 


Wv 一 5 a;W vi = Y ai ln 入 ii 一 Y aipvi = Hu. 
A =ett 
w W = W!. 
因而 exp 是 $ #| $! 上 的 一 一 映射 . 口 


命题 2 若 aeGLTV), 则 可 唯一 的 分 解 为 
a=k:h, keU(V), heg. (1.5.1) 
证 ac GL(V), MJ a*a € 9'. 事实 上 
H(a*az, y) = H(az, ag) = H(z, a*ay), 


El a*a € 9. 
又 设 入 为 ata 的 特征 值 ， 对 应 特征 向 量 为 z. 故 
H(a*az, z) _ H(az, az) 


à= H(z, z) H(z, z) 


> 0. 


所 以 a*a € 85. kE W € 9 ER ata = e, 8 h = ezW € $. 
& k= ah" 1. 于 是 


k* = h'la*taaq 1 = ha! = k`}, 
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即 k e U(V). 
车 kihi = kh, W k tki = hh le U(V). 因而 有 


hr h = (hh) = (hr!) "1 = hih-!, 


故 h? = h2, eW = eW, W =W. W hi = h, BI ky = k. n 

注 H exp: gI(V) 一 GL(V) 连续 ， 得 exp 是 与 到 9 E 
的 同 胚 映射 . 

s 2 从 紧 致 空间 R 到 Hausdorff 空间 R 上 的 一 一 连 
续 映 射 f 是 相互 连续 的 ， 即 为 同 胚 . 

证 i F A R' PAR, MJ p = f-1(F7) A R ht BE. 
反之 , # F k R hf, W (JHF) = f(F) E. R pR 
致 子 集 ， 又 R 为 Hausdorff 空间 ， 故 (f -1)-1( P) 是 R pA 
Æ. 故 广 :连续 ， 因 而 上 是 同 胚 映射 . 口 

Z GL(n, C) 是 U(n) 与 R? 的 拓扑 积 . 

证 对 任 一 a € GL(n, C) 有 分 解 a = kh, k € Un), 
heH. 令 

ó: (k, h) -> a= kh. 


由 分 解 的 唯一 性 知 ó 是 一 一 的 ， 而 且 是 连续 的 . < 


pi: h — a= kh. 


这 是 Un) 到 GL(n, C) 的 一 一 对 应 . 由 or 的 连续 性 和 Un) 
的 紧 臻 性 知 gp (a) =h 是 连续 的 ， 即 h 是 a 的 连续 函数 ， 由 
此 得 天 = ah-! 亦 为 a 的 连续 函数 . 即 ó l 连续 . 

故 GL(n, C) 与 í((n) x 9 lB] i£. 

9 5 9 EAE, 因而 与 Rw 同 胚 . 故 GL(n, C) 与 tt(n) x R”? 
JE] H. o 
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注 不 用 引 理 2, 也 可 证 明 此 系 ， 事 实 上 ， 由 命题 1 的 证 
H, 3 h = e2 , T h? = eW = a*a, 故 h 是 a 的 连续 函数 ， 内 
而 上 = ah 亦 为 a 的 连续 函数 ， 口 

命题 3 令 上 是 了 上 擅 代 数 群 . Lie@ =g. # c € 6, 
则 有 o* € 6, 则 对 Vo € @, o = 有 一 定 有 大 h € @, h = eW 


Weg. 

证 Bo e6, ik o* € 6. i o*oe @. W| o*o = e, 
Wi € $. # V 上 取 一 组 基 使 得 Wi = diag (Ai, A2, `... Àn) 
À; € R. 


是 伪 代数 群 , 设 在 此 基 下 , c = (z;;(c)+ lz; (c)) € 6 
之 充 要 条 件 是 x;;, zu; 满足 下 述 代数 方程 组 : 


在 下 中 令 rh = zi, zl; = z, = 0 (i Z j), z# = 0 得 一 新 代数 
方程 组 


F'(£1, £2, ..., En) = 0. 
H eW: € 6, 有 
F'(e*u, eò, en) = 0. 
又 对 任何 整数 m, 有 (eW) = eM € 6. 故 有 
P'(ea e™, ..., e) =0, m € Z. 
对 某 个 te R, ## 
F'(e tài et tÀ2 et》n n) 


5 Žo bm Am £0 (Aí > A2 > ,bm Z 0), 
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可 取 p € Z 使 得 


|> bmep4m| < [brer], 


m=2 
但 F'(eP™^, eP, ..., eP™)=0, 矛盾 故 
F'(e™, etX2, .., ei") = 0. 


FE eW € @, W. € g, h = eW = e? € @, k € @, W € g. 口 


15.2 实 半 单 李 代数 的 自 同 构 


it go 是 实 半 单 李 代 数 ，g = gf, go = to + po Ë go 的 
Cartan 分 解 ，u = to + po 是 g 的 紧 致 实 形 ，o, 7 分 别 为 对 
应 go, u WHH, U or = To, 7go = go, ou = u, H 


H(z, y) = —(z, TY) 


Æ g 上 正定 Hermite W. g 关于 H(z, y) 成 为 一 个 内 积 空间 . 
Aut go 的 每 个 元 素 p 可 自然 地 扩充 为 g aA, A p 表示 
之 ， 由 此 可 知 Aut go 是 g 上 的 伪 代 数 群 . 

引 理 3 # pE Autgo, 则 


p* = Tp r € Aut go. (1.5.2) 
证 I H(poz, y) = H(z, p*y), 故 
一 (pz， Ty) = 一 (Z， 7p"Y), 


Bl (z，p717y) = (z, rp"*u). 所 以 


H 


BJ (1.5.2) 成 立 . D 
引 理 4 < K E Autgo 中 令 to 不 变 的 子 群 ， 即 


K = {k]|k € Aut go, kto = to}. 


则 有 以 下 性 质 : 
(1) ke KHERA kpo = po; 
(2) ke K 当 且 仅 当 Tk = kr; 
(3) ke K 4HR k € U(n) D Aut go. 
证 (1) vYzebpo y€ to, 有 


H(y, z) = —{y, rz) = (y, z) = 0. 


RZ, W zr € go 满足 H(v. x) = 0, Vy € bo. 于 是 z = 
Z1 十 Za2, T1 € üo, Z2 € po. # Zi £ 0, 而 H(z, x) = 五 (zl， zi)+ 
H(zı, z2) = H(zi, zi) > 0, FE. 故 zl = 0, BD z € po, K 
po = íz € gol H (to, z) = 0). 
同样 to = (z € go|H(z, po) = 0). 
由 Tto = to, kto = to, w kito = Ëo 故 Tk-l+Ëo = ło. 而 
H(to, kpo) = H(k*to, po) 
= H(rk™'rto, po) = H (to, po) 
= 0. 


故 kpo = bo. 
反之 ， 若 kpo = bo, X Tpo= po, 故 Tk l+po = bo, 而 


H (kpo, po) = H (lo, k*po) = H(to, Tk trpo) = 0. 
ry kto = to, Bl k e€ K. 
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(2) Vz Ego 有 X= z1 + z2, £1 E to, £2 € po, TE = T], 
Tz2 = 一 Z2. XH k e K, A 


krz = kzı — kz> = Tkzi + Tkg = Tkg. 


故 kT = rk. 
反之 ，k€E Autgo, 且 kr = rk. Vz € t 有 


Tkr = krz = kz, 


即 kz € to, i k € K. 
(3) k € K 当 且 仅 当 Tk = kr, B| 7k} = k'r, Bi 
Th 1T =k l. BJ k* = kl. Wk k e K "4 BR 234 k € Aut go ñ 
U(n). 口 
定理 1 设 go = Ëo+po 是 实 半 单 李 代 数 go 的 一 个 Cartan 
T, X p € Aut go. 则 有 分 解 


p = kh, (1.5.3) 


其 中 ke K,h= eadz y € po. 

证 由 引 理 3 知 p* € Autgo. 由 命题 3 RH p= kh, k € 
AutgoNU (n) = K. h IE# Hermite, H h = eW, W € aut go = 
ad go, ËB] W = adz, z € go. 

又 etadz 是 Hermite 的 ， 故 +h l+ = h* = h, BI 


re tadzr+ 一 e tad+ z 一 etadz 


故 ad z7z = —ad z, #& rz = —z, Ék z € po. 口 
系 1 Autgg > K xH, Eh H œp AKRZE, ~ # 
KAHE. 
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FXE, Aut go 是 GL(n,C) 的 闭 子 群 ， 故 为 拓扑 群 ， 由 
命题 1 RA Autgo ~ K x H, H = {ettr € p) = po. D 

# 2 Autgo/Adgo = K/Ko AR, HP Ko = Ad;,to = 
Adgo 五 . 

证 $ t=—Lie(Adgo n K). # adx € t, W ett € Adgon 
K. Wk etadrto = t0，etadzbo = po, retadz = eder, 故 rz = z. 
即 z Eto， 因 而 Adgon K C Adsoto. RZ, Æx € to UH 
etadzto = to, 故 etadz c Adgo n K, kk z € t, E= adto, IN 
而 Ad go NK 与 Adi to 均 为 Adgo 的 李子 群 ， 且 有 相同 的 李 
代数 ,又 Adgo = (Adgo N 五) H, H 与 Adgo 连通 ， 其 中 
H = {fesdzlzebo}. 故 AdgoN K 连通， 因而 


Ko = Ad go N K = Ad gto. 
X Autgo = K: H, H C Adgo, #& Autgo = K - Adgo, 于 是 
Aut go/Ad go ~ K/K A Ad go = K/ Ko. 


又 U(n) ZA, ik K KA. K/Ko R, mi dim Autgo/Ad go = 0, 
即 K/Ko 离散 ， 故 有 限 . B 
# 3 Ko 是 Adgo 的 最 大 紧 致 子 群 . 
证 因为 Adgo = KoH, Ko X. 若 有 子 群 K1 D Ko. 于 
是 ke Ki N Ko FE E = kh, k € Ko, h € H, h Z 1, W 
h = klk' € Kı. 但 是 fh"In = 1,2,...] 在 GL(n,R) 内 不 是 有 
界 集 ， 故 Ki 非 紧 . . o 
系 4 to 是 go 的 最 大 紧 致 子 代数 . 


16 KHEM 
定理 1 $ go = tot po = t + p. 是 实 半 单 李 代数 go 的 
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两 个 Cartan 分 解 ， 则 存在 一 个 oE Ad go 使 得 
(to) = to, $(po) = po, (1.6.1) 
pT) = z, € (to Nt) U (ponNpo). (1.6.2) 
证 < u= Ë + po, uw = to + ipo， G, T, T 分 别 为 对 应 go, 
u, u B3. 如 在 $1.4 的 定理 1 的 证 明 中 所 述 ， 有 单 参数 子 
群 PC Aute 满足 已 = (rr)2，Piu 亦 为 8 的 紧 致 实 形式 ， 
-县 tT(Piw) = Paw. 因而 
Piu = Piw Nu + Piw riu. 


P4 


IE g k Killing 型 在 Ps w E$ ë, Eiu LEE. 故 PiuNiu = 0, 
故 Piw C u, 页 Piv = u. 于 是 r= Pir Poi, 对 mr et, 
7P4z! = Pir P-i pi = Pär, Xi y Eph 8 Ty =y, WK 
rPiy = Pir Pi Piy = —Piy. 即 


1 1 
已 3t0 = to, Pipo = Po- 


又 由 or = rc, or = To, W oP = Po. 因而 oP! = P'o 故 
Pt C Autgo. # ó = På 为 所 求 . X z € (to N Eo) U (po N po), 
得 rz = rz = +r, 故 Pr = z, Piz = z. D 
R FRERE g PJ IEE PR T S 3k aK 6 E Hü. 
事实 上 ， 设 u,w 是 g 的 两 个 紧 致 实 形 ， 则 


gi =u+Ju=u+Ju 


是 两 个 Cartan 分 解 ， 故 存在 $ c€ Adg4 使 得 gu = = u. 而 
Ad gf = Adg. n 

本 定理 说 明 从 实 半 单 李 代数 的 Cartan 分 解 所 确定 的 最 大 
SK AVEC R Ein. 如 果 所 有 的 最 大 紧 致 子 代 数 都 共 罗 ， 则 
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从 任 一 最 大 紧 致 子 代 数 均 可 定 出 一 个 Cartan DAK. AA 
要 下 面 的 定理 . 

E. Cartan 定理 设 6 Jok ER, Lie@ = go, K R. @ 
的 一 个 最 大 紧 致 子 群 ， Lie K = tł, Ko 是 O 的 任 一 紧 致 子 群 ， 
MFE r € 6, 使 得 "Kor-!1 C K. 

证 本 定理 的 证 明 可 以 参看 [31] 的 第 三 章 85 或 者 [16] 的 
第 六 章 . 我 们 不 再 证 明 . (E 

定理 2 实 半 单 李 代 数 go WE AKUN TE KES AAA 
to 与 t OEA. | 

证 在 .Cartan 定理 中 令 @= Adgo, K = Ad goto, Ko = 
Ad gotb, 于 是 有 r € Ad go 使 得 rKor "1 C K. 故 rtg Ch. FH 
b0 是 紧 致 嵌入 的 , kerio 亦 然 ， 刀 CK, rü 亦 然 . 故 reh = to. 
D 

定理 3 设 go 是 实 半 单 李 代数 ， ú= g9, 对 应 go HHH 
为 o, go 是 go 的 半音 子 代数 ，g4C = g. w 是 g BRAXE, 
满足 o(w) = u, 则 存在 g -TRAXE uD, B o(u) =u. 

证 因为 g C go, kk g C g, g” C R u Cg. w RIE 
单 ， 故 是 紧 致 嵌入 的 . 令 u 是 包含 内 的 g 的 最 大 紧 致 嵌入 子 
代数 . 则 u 是 g 的 紧 致 实 形 . 事实 上 , Fu 是 8 的 一 个 紧 致 实 
JÉ, 则 g? = uo 十 ius 是 一 个 Cartan 分 解 . 故 uz 为 gf 的 最 大 紧 
BRA FIZ. 大 ui 与 uz 共 轿 . 因而 ui 为 g 的 紧 致 实 形式 . 
Born 是 ur HAOR. 令 P = (0r), é = Pi, é(ui) = u. 
则 olu) =u. HH wu C wu, olw) =u nolz) = oc(z), 
Vz € u. 故 Pr = onone) = z. 故 @(z) = z, Vz E uw. 于 是 
u = @(u') C ó(ui) =u. ËB) u 为 所 求 . 口 

# Wo 是 实 半 单 李 代数 go 的 半 单 子 代 数 . g6 有 Cartan 
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分 解 
go = to + Po- 
则 存在 go 的 Cartan 分 解 go = to + po. 使 得 
to Ct, po S Po- 
证 IS u = etip 是 g 的 紧 致 实 形 式 ， 且 有 
= u, ph =gh na 
由 上 述 定理 ， 有 g BRAXE u D u, H olu)=u. o 为 对 应 


go AH. < to = go u, po = go Y šu, W) go = Eo + po 是 go 
的 Cartan 分 解 ， 显然 


Ë= go nu C go nu = to, 
Po = go N iu C go À iu = po. 口 


注 Ro E po 在 g PERHE. co 为 g 在 gg 中 对 应 的 共 
H. WE ojw = co 故 olg = 0, (w) = w, 8k olu) = w. 


第 二 章 实 半 单 李 代数 的 Cartan 
子 代数 与 Iwasawa, 分 解 


26 2J4EE, Cartan 子 代 数 


设 go = to + po 是 go 的 一 个 Cartan 分 解 , 则 u = to 十 ipo 是 
g= 99 的 一 个 紧 致 实 形式 ，Ad go 与 Adu 均 为 Adg (= Ad g) 
的 闭 子 群 . 由 $1.2 的 定理 1 知 ， 对 seAdgo, 或 s<cAdu s 
作为 Adg 中 的 元 素 ， 是 变换 s 在 g 上 的 扩充 . H 


Adgo = Go C Adg, 


这 里 Go 是 以 ad go 为 李 代数 的 连通 子 群 . 

S K 是 群 Adgo 中 对 应 于 子 代数 ad to 的 子 群 ,由 于 to C go 
是 紧 致 谋 入 的 ， Adeoto 是 紧 致 的 ， 即 K 紧 致 . 

定义 1 a 称 为 go 的 一 个 约 化 Cartan FRS, iR 

(1) aC po; : 

(2) a 在 po 内 是 最 大 可 换 的 . 

由 (2) 知 a 是 go 的 可 换 子 代数 . 
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引 理 1 设 实 半 单 李 代 数 g0 有 Cartan 分 解 go = to + po, 
H ac po 是 一 个 约 化 Cartan 子 代 数 . 则 存在 H € a, 使 得 
a= {X Epol[X, H] =0) X H fE po 中 的 中 心 化 子 ， 

证 设 o 为 go XMR. u = to + ipo X g 的 紧 致 实 
形式 ， 故 o(u) =u. TË o|. € Autu, DHA o 记 之 . $ at = ia, 
A* = (exp ad z*|rz* € a*}. 显然 or C ipo C u. W A* C Adu. 
a* 可 换 ， 故 4* 可 换 . A* 的 闭 包工 = A E Adu 的 闭 子 群 且 
可 换 . WA [Cu 使 得 LieL=adl. 由 工 可 换 知 adi 可 换 ， 故 
(HR, Ha CL 又 对 Yrz* € a*, # 


oexp Mad z*o 1 = exp Aad oz* = exp (—Aad z*). 


大 Va € L, # 
cac l = al 
特别 ， Yy € i, 有 
cexp Mad yo ! = expMad oy = exp(—Àad y). 
wA 
oy = —-y, 
a“ C [ C ipo- 


又 a* fE ipo 内 最 大 可 换 , kka = l, BI A* = A* C Adu W A* 
是 紧 致 可 换 群 ， 因 而 是 一 个 环 面 . 

因而 有 H' e a*, 使 得 exptadBH' 在 4* 内 稠密 . 令 3 为 H! 
在 ¿po 中 的 中 心 化 子 ，2Z = exptadz, z € y. MJ Z 与 etad 可 
换 ， 故 与 At nl. i [z, a*] = 0. a* 最 大 可 换 ， 故 z € a". HBH 
3 二 a*. $ H =iH', W H € a 使 得 a= [z € pol[X, H] = 0}.0 
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定理 1 设 a 是 po 中 一 个 固定 的 约 化 Cartan 子 代 数 ， 则 
对 任何 z € po, FE k € K(= Adsoto) 使 得 


kz € a. (2.1.1) 
证 取石 Ea fti a= {ala € po,[a, H] = 0). 则 
f(k) = (H,kz), k € K, z € po 
是 K 上 连续 函数 ,由 天 紧 致 ， 故 有 最 小 值 f(ko). 于 是 函数 
ó(t) = (H,exp (tad z)koz), z € to 
满足 


do@(t) 
dt 


t=0 = 0. 


即 有 
(H, [z, koz]) = ([koz, H], z) = 0. 


由 于 kozt € po, H € po, 故 [koz, H] € to, z € to. 但 Killing 型 
在 to 上 负 定 ， 故 [koz, H] = 0. 故 kor € a. D 

此 定理 换 一 种 说 法 ， 可 统 述 为 下 面 形式 . 

定理 1' u = Éo + pú, 则 对 于 任 一 元 素 r € ps 存在 一 个 
k € K E4 k(x) € a*. a” 是 pi 内 的 最 大 可 换 子 代数 . 

# 1 任何 两 个 约 化 Cartan 子 代数 a, a EHIE. 

FXE, B H € a 使 得 a = (X € pol[H, X] = 0}. 有 
ke K 使 得 KH Eq. R H c klo, 因而 -la C a, W 
a C ka. d EATI, ika = ka. BI a 与 qa' H4. D 

系 2 设 u 是 复 半 单 李 代 数 g 的 紧 致 实 形式 b E u É 
最 大 可 换 子 代数 . MIE x Eu, H ke Adu 使 得 kx € b. 
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EXE, g =u+Ju Æ g? WJ Cartan Sø, Jh C Ju 是 

Ju 内 最 大 可 换 子 代数 ， 即 约 化 Cartan 子 代 数 . 对 任何 ze u, 

E Jx € Ju 3 ke Adgru 使 得 kJrze Jb. HF k 8 Adu C 

Adg. #@ kJ = Jk, B] kz € b. D 

- 定理 2 设 u 为 紧 致 李 代 数 ，b 为 其 最 大 可 换 子 代数 ， 则 
对 任 一 zeu, 存在 人 KEAdnu 使 得 kx € b. 

证 如果 u 半 单 ， 则 从 定理 1 之 系 2 知 此 定理 成 立 ， 现 设 

u 非 半 单 ， 则 u = c+tuay 其 中 上 为 中 心 ，u R u 的 极 大 半 单 

理想 .于 是 = c 十 bi, bl 是 ui 内 的 最 大 可 换 子 代数 .对 任 一 

zEu, £ = T0 + T1, £o € c, t1 E u. WS k € Adui C Adu 


使 得 kzı € bi. 而 且 kx = zo + kzı € c+ b, = b. 口 
# 任何 紧 致 李 代数 的 任意 两 个 极 大 交换 子 代数 都 是 共 斩 
的 . 口 


定理 3 设 i, b2 是 复 半 单 李 代 数 g 的 两 个 Cartan 子 代 
数 . 则 存在 s € Adg, 使 得 shi = bo. 

证 $ bir, bor 分 别 为 bi, bz 对 应 的 第 等 . 由 81.3 的 定理 
3 知 A g 的 紧 致 实 形 u, uz 使 得 tbir C w, ihor Cu 由 于 
bi, b2 是 Cartan 子 代数 ， 故 是 最 大 可 换 的 ， 央 而 ibi rR, ibr 是 
uj, ua 的 最 大 可 换 子 代数 .又 ui us HA aR 的 极 大 紧 致 嵌入 
子 代 数 ,， 故 有 ó € Adg, 使 得 pu = uz. 故 olihi R), ihor C uo. 
KA g € Adu: 使 得 9g(ibl R) = ihor. 故 gohi) = b2. 显然 
s= g% E€ Adg. 口 

定义 2 go 的 约 化 Cartan 子 代 数 的 维 数 称 为 go 的 秩 . 

由 于 go 的 所 有 Cartan 子 代数 是 共 恩 的 ， 故 有 相同 的 维 
数 ， 因 而 上 述 定 义 是 合理 的 . 

定义 3 gë 的 秩 称 为 复 李 代数 g 的 EK. 
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2.7 ” 实 半 单 李 代 数 的 Cartan 子 代数 


定义 1 向 量 空间 V 的 线性 变换 o 叫做 半 单 的 ， 如 果 
对 ó 的 任 一 不 变 子 空间 V 都 有 o 的 不 变 子 空间 V”, WE 
V = V'+V”. 

从 线性 代数 理论 知 ， 下 面 命题 成 立 . 

命题 1 1) 半 单 线性 变换 ó 在 不 变 子 空间 上 的 限制 也 是 

2) 复 向 量 空间 V 上 线性 变换 ó 半 单 当 且 仅 当 9 的 矩阵 
可 以 对 角 化 ， 即 有 基 使 o 在 此 基 下 的 和 矩阵 为 


diag (A1, À2, .... Àx). 


3) 实 向 量 空间 V 上 线性 变换 o 半 单 当 且 仅 当 有 基 使 ó 
在 此 基 下 的 矩阵 为 


diag (入 1， 入 2， ...3 Às, Ar, Ao, .... A). 


其 中 A; € R, A; 为 二 阶 实 方 阵 ,， 特 征 多 项 式 为 二 次 不 可 约 多 项 
式 . 

4) 实 向 量 空间 V 的 线性 变换 Q PERRA o EVI 
上 的 扩充 半 单 . 

5) 线性 变换 ó 半 单 当 且 仅 当 其 最 低 多 项 式 无 重 因 式 . 

证 K. 口 

定义 2 实 半 单 李 代 数 go 的 子 代数 bo KA Cartan FR 
数 , 如 果 b = BS 是 g= sç 的 Cartan 子 代 数 . 

我 们 知道 复 半 单 李 代数 g 的 Cartan 子 代数 0 是 g 最 大 可 
换 子 代数 , 而 且 VH c b, ad 是 半 单 的 , 由 此 可 得 下 面 命题 . 

命题 1 bo 是 go 的 Cartan 子 代数 之 充 要 条 件 是 : 
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(1) bo 是 go 的 最 大 可 换 子 代数 ; 

(2) VH € bo, ad H 半 单 . 

证 必要 性 .bo Cartan 子 代数 . ik b = 69 是 g= gS 
的 Cartan 子 代数 ， 因 而 是 最 大 可 换 的 ， 故 bo 是 go 的 最 大 可 
RTRA. YH Ebo ad Æ g = gÉ 中 半 单 ， 因 而 在 go 中 半 
单 . 

充分 性 .由 于 bo 可 换 ， 且 Ho E€ bo, ad Ho 半 单 . 故 8 有 分 
解 

g= 8 +) g, o Z 0, 
其 中 
g= íz € glad Hoz = a(Ho)z, Ho € bo}. 

由 于 bo 可 换 , 故 bo C gmgo, X ad 五 o, 半 单 , 故 gongo = botha, 
adbo(b) Ch. 且 五 < 有 [bo, H'] = 0, w5 bo 最 大 可 换 乞 
盾 ， 故 bo = g? N go- 

显然 上 述 分 解 对 日 = bÇ 亦 成 立 ， 自然 C 00. 对 任 -- 
z Eeg? # r = mí + im, zz € go, H € bo, 有 adHz = 0. 
即 ad H -xı +iad H -zxz = 0. W ad Hz, = ad Hzr = O, B] 
ri, z2 € go 19? = bo. Ék z € bÇ = b. kk b = 9°. BH p E g ÉGj 
Cartan f fü ŽI. D 

定义 3 设 bo 是 go 的 Cartan 子 代数 ， 分 别称 


时 = (H e bo|ad H Kot% tE f BE E). 
b; = {H € bolad H ñF E(8 3:) 


为 bo 的 环 面部 分 ， 向 量 部 分 . 
定义 4 设 bo 是 go 的 Cartan 子 代 数 . go = o+ po 是 
Cartan 分 解 . 如 果 有 


bo = fo bo, bç =poNbo, bo = bt + bç, (2.2.1) 
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则 称 bo 对 此 Cartan 分 解 有 正规 分 解 . 

定理 1 设 bo 是 go 的 Cartan 子 代 数 ， 则 存在 go 的 一 个 
Cartan 分 解 go = to + po 使 得 bo 对 此 Cartan 分 解 有 正规 分 
解 . 

证 $b = 的 ， 它 是 g = gÇ 的 Cartan 子 代 数 . S br 是 
b 的 每 等 ,于 是 由 $1.3 的 定理 3 知 有 8 的 紧 致 实 形式 uD ihr. 

设 o, 7 分别 为 go, u MRENAH. 如 在 81.4 定理 1 的 
证 明 中 所 述 ， 令 P = (er)2, $ = P4. 则 ó(u) = u WA g 的 
紧 致 实 形式 ， 且 c(ui) = ui. 由 o(bo) = bo, 知 o(b)= b. 由 
(0*)% = b É r(ih*) = ip", 知 r(p) = b. 因而 有 9(b)=0. 车 
71 为 由 ui 决定 的 共 力 ， 则 有 74 = #éré-1l, (b) = b. 

令 go = to + po, 其 中 to = go N ui, po = go N iui. 这 是 go 
的 一 个 Cartan 分 解 . 由 om = nro, W Vz € bo, 有 


on (x) = rio (z) = n(x), 
故 rlr) € br go = bo. 因而 bo 是 n 的 不 变 子 空间 . 故 有 分 解 
bo = bo 六 tn 十 bo N iun, 


HF bor lui C go Yi = to, W bo u = bo Nto. X bo iu, C 
go N iui = po, W bo N iui = bo N po. 故 


bo = bo N Ëo+bo N po. 


X z€ bo nto C to, adx 的 特征 值 是 纯 虚 数 ， 故 hoN to C bt. 
# z € bo po C po, IIJ adz 的 特征 值 是 实数 ， 故 bompo C hg. 
又 dim(bt 1 by) = 0. 故 定理 成 立 . 口 

# 1 ik go = to 十 po 是 一 个 Cartan 分 解 ， 则 go 的 任 一 
Cartan 子 代 数 bo DA dt d — T go = to + po 有 正规 分 解 的 
Cartan 子 代数 . 
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证 t bh Æ go HJ Cartan 分 解 go = É + ph, 使 得 bo 
有 正规 分 解 . 即 的 = bh n bib p. 又 由 Caran 分 解 的 
RHENE p E Adgo 使 得 p(t) = fo，9(pb) = po 显然 
bo = o(bh) 仍 为 go 的 Cartan 子 代数 . ERA (bpr nr) = bomgo， 
pho N Po) = bo N po. 口 

系 2 设 go = Bo Lp 是 一 个 Cartan 分 解 . a 是 一 个 约 
化 Cartan 子 代数 . 则 go 的 任 一 Cartan 子 代数 bo VIAE TF- 
bo = bhd +b; , 其 中 


bi Cto by Ga. 
证 AZ 1584 é 68 Adgo 使 得 


olho) = #(bo)*+4(b0)7, 
Ó(bo)! S to, é(bo) E po. 


又 obo) WR, KE kE Ady to 使 得 
kg(b0) € a, k(to) = to, kó(bo)' C to. 


故 bo = kg(bo) BIA Dn K. D 

引 理 1 对 Cartan 分 解 go = to + po 有 正规 分 解 的 两 个 
Cartan 子 代数 bi, bz, Æ bj = b;(= 5 ), WA k E€ Adgto 使 
得 

kbi = b2. 

证 令 3n- 是 097 在 to 内 的 中 心 化 子 , 则 jb- 兰 ad3b-. 令 
Ko = {k € Adootolkz = z,z € h7}. Ko Æ K BJP F ER, 因而 
紧 致 ， 李 Fo adip- 兰 3-. Waa 是 紧 致 李 代数 .由 bi, bz 
的 可 换 性 知 bE, b3 C 3p- 由 bi, b2 的 最 大 可 换 性 知 bf ,bp 都 
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是 3p- 的 最 大 可 换 子 代数 ， 即 Cartan 子 代 数 . WE ke Ko 使 
f$ kb =b}. 由 Ko 的 定义 知 kh = H7. WK kbi = bo. o 

引 理 2 ix Cartan 分 解 go = Ëo + po 有 正规 分 解 的 两 个 
Cartan 子 代 数 bi, b2. Æ b? = b3 = bt, WE g€ Adpo 使 得 


gbi = b2. 


证 it (bT) = {z € gollez, bt] = 0). 则 容易 证 明 3(b+) = 
c+gi c R (bT) 的 中 心 ，g1 = [3(b+),3(bp+)] 半 单 .显然 


bt C cC bi cbt), i= 1, 2. 


故 
b; = c+ (g, NHT), i=l, 2. 


H g Nbi, g Nb; WE g 的 Cartan 子 代数 ， 由 于 其 环 面部 分 
为 0, 故 均 为 gi 的 约 化 Cartan FRÆ, WE g € Adg1 C Adgo 
使 得 
g(g1Nb7)= gi b, . 

H c Æ aht) 的 中 心 ， 故 gx = zr,Vz € c. 故 引 理 成 立 ， 口 

定理 2 ikh, b: 是 实 半 单 李 代数 go 的 两 个 Cartan 子 代 
Ë. b, bj, br, b3 分 别 为 bi, bz 的 环 面 部 分 与 向 量 部 分 ， 则 
下 述 三 个 条 件 是 等 价 的 : 

(1) b 与 bz 44; 

(2) bi 5 时 #45; 

(3) br 5 b3 44. 

证 (1) = (2), (3): 

bi 与 bz #9, MA s € Adgo 使 shi = bx. H adt， 
adb? 的 特征 值 纯 虑 ，ad pi7, adb; 的 特征 值 实 ， Wk sbt = pf, 


sht 一 2 . 
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(2), (3) — (1): 

BH s E Adgo 使 得 shl = b2 (或 sby = bz), 于 是 shi = 
bz 十 sb (sbi = sb? 十 bz). 对 bi, b2, shi 有 go 的 满足 下 述 条 
件 的 三 个 Cartan 分 解 : 

go 三 ti 二 hi， bt=hnt, bi = bi Np, 

go=€2+p2, bh2 = )bo nto, b> = bz N p2, 

go = sti + spi, shi = shiM sti, sb3 = sbi N spi. 

由 1.6 的 定理 1 及 其 系 知 有 so € Adgo 使 得 so(spl) = po, 
so(sti) = t2. 由 于 时 S tmst (b3 C p2Nspı), WX YH €b? 
(H € b;) 均 有 so( 五 ) = H. 

令 é = sos, 于 是 @(pi) = p2, @(Ë1) = t2, PI) = b3 
($(b7) = bz)， 由 引 理 2 和 引 理 1 知 有 9 € Adi( 时 ) (g € 
Ad3(b7)) 使 得 gé(bi) = b2. 口 

系 R, bz 是 go 的 两 个 Cartan 子 代 数 , 对 go = to 十 po 
AERD, Hbf Chi, bi 是 go 的 约 化 Cartan FARZ. M 
bi 与 bz 共 斩 的 充分 必要 条 件 是 Y = (bt)+ mn bd H4. 

定理 3 # go = Ëo + bo 是 一 个 Cartan 分 解 ， a 是 约 化 
Cartan 子 代 数 ， 则 存在 一 个 Cartan 子 代 数 bo 2 a, H 


bo = bs +a, Deo C Eo. 


a 是 bo 的 向 量 部 分 . 故 所 有 包含 a 的 Cartan 43% 4 PE yt Ja 
的 . 

证 S go 为 包含 a 的 最 大 可 换 子 代数 ， 为 9=g5 的 
紧 致 实 形 u = to + ipo XP BJ t$. 4 x Ebo, y €a WE 


[z - r(x), y] = [x,y] — riz, r (g)] = [x,y] + riz, y] = 0.. 
X x- r(x) € po, i z — rT(z) € a C ho FÆ 7(ho)= bo, 因而 


bo = bo N u4 bo N šu. 
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其 中 umbo = bo urgo = bgomto, IA Bea, boniu = beniungo = 
bo N po Da. 但 由 honpo 可 换 ，a 极 大 可 换 ， 故 bombo = a. 
因而 
Do = be +a, be Sto, a C po. 

X VH € bo, 有 H = Hi + Hs. H. € to, H> € po. [Hi,H2] = 0. 
X Yr € bo, ads 半 单 ，Vy € po, ady 亦 半 单 . 故 ad H 半 单 . 
内 而 bo 是 go 的 Cartan 子 代数 . 口 

定义 5 若 go 的 一 个 Cartan 子 代 数 包含 一 个 约 化 Cartan 
子 代数 ， 则 称 为 正则 Cartan 子 代数 , 也 称 最 大 向 量 Cartan 
FE., V- 正常 Cartan 子 代数 . 

由 命题 2 知 所 有 正则 Cartan 子 代 数 都 是 共 罗 的 . 


2.8 Iwasawa 分 解 


2.8.1 正规 分 解 Cartan 子 代 数 与 根系 


设 go = to 十 po 是 实 半 单 代数 go 的 一 个 Cartan SR. c, 
T 分 别 为 go, u = to + ipo Æ g = 99 PREWIRHE. 2 0 = or. 
则 有 下 面 的 引 理 1. 

引 理 1 假定 如 上 ， 则 有 以 下 结论 . 

(1) to = (z|z € go, z = z) = {yly € u, 8y = y}. 

(2) ë= Ç = {zlz € g, 0z = z). 

(3) Vz € go, A z- 0z € bo. 

(4) Vz € g, # z+ 0z € t. 

证 (1) z € bo, U or = rz = z, W @r = z. RZ, # 
z € go H 8r = z, W re = rz = or2?z = oz = z, W x € u. Bj 
z€ go u= b. 因而 (1) RZ. 

(2) # ze t= Ç, WH 0 = or € Autg 8 0z = z. 
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反之 , #xrEg, H ôr =r. ġ r= zr +ir, z1,Z2 € go I 
Ox = xı + ihz = zí + iz2. 由 于 z1, 0x2 € go. 故 Ozi = T1, 
Oz = xə. Bh z1, £2 € to. 因而 (2) RSZ. 

(3) 由 于 To = or, 故 知 02 = o?r? = I. INT XF z € go, 有 
0(z + 0z) = 0z + z. H (1) 4 z+ 0z € to. 

(4) Vr € g, 0(z + 0z) = z + r, 故 由 (2) 3 z+ 0z € t. o 

引 理 2 设 bo 是 go 的 Cartan 子 代数 . bd, ba 分 别 
为 bo 的 环 面部 分 及 向 量 部 分 . br A b =b HRS. 
DR = ibf + bo. 

证 # H € ibt, M| ¿H € bf, adiH 的 特征 值 为 纯 虚 
数 ， 故 ad H 的 特征 值 为 实数 . k iH c ba. # H ebo, W 
ad H 的 特征 值 是 实 的 ， 故 H € br. 因而 刘 +b; C pz. X 
dim ba = dimibt + dimbç = dim(ibi 十 ba ). 故 引 理 成 立 ， D 

下 面 假设 go 的 Cartan 子 代 数 bo 对 go 的 Cartan 分 解 
go = to + po 有 正规 分 解 . HB bj C to, bg C bo, o, T 分 别 为 go， 
u = to + ipo 所 决定 的 共 轿 .9 = or. hr R b = hE PRR 
$. AChR ARE. g=0 X bh AFISA: 


g=b+) o° 


ac 
引 理 3 VH € bpr, H = Hı + H, Hi € ibg, H> E'hg, WI 
TT™(H)= -~H; o(H)= -Hi + Hs; @(H) = ~o(H). 


进而 TOR = hr = 0bn = br, Th = cb = 0h = b. 

证 H Hı € ibt C ito, W o(Hı) = T( 石 1) = 一 万 1 又 
H> € bç C po, 故 o(H2) = —r(H;) = H>. 故 r(H) = -H, 
o(H)= -Hi + H>, 0(H) = Hı = H = —o (H). n 
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引 理 4 va € A, 有 TT(a), ola), Ola) € A, B. 8(ga)] = 
go VH € b, 有 a(oH) = —a(0H) = —0(e)(H), a(rH) = 
`—a (RF). 

证 [S o € À C hr, & ro = —a, W ra € A. 又 对 任何 
H €b, X. € g° 有 


[#, 9Xa] = 09H, Xa) = a(0(H))0X,, 
a(0(H)) = (œ, 0(H)) = (0(o). H) = 0(e)(H). 
ik Ola) € A, 0X. € g°°, BI 0g% = g°%. ola) = —0(o) € A. 而 


o(o)(H) = (o(a), o” H) = (ao 万 ) = afo H). 


X a(a)(H) = —0(a)(H) = —a(0(H)), ik 


a(o(H)) = —a(0(H)) = —6(a)(H). 


最 后 有 


a(r H) = (r?a, +H) = (re, H) = -(a, H) = -a(H). O 


2.8.2 HERR 


设 go = to 十 po Æ Cartan 分 解 . bo = be + a 是 相应 
的 正则 Cartan 子 代 数 . ba = ibu +a R b BJ ESE. F 
É H € bn 有 Hi € ibs, H> € a, 4 H = Hi + H>. 映射 
H — H> KA br 到 a 上 的 正 射影 . 

定义 1 若 在 a 与 br 中 均 定义 了 上 顺序， 而且 从 日 >0 可 
推出 H2 > 0, 则 称 bg 的 顺序 对 a 的 顺序 是 容许 的 . 

以 At, A 分 别 表 示 此 顺序 下 的 正 负 根 系 . WE a c 
A, 有 ateipbk o2 € a f##8 a =o) + os. £ 
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已 =A+fni ={aeArlaz=0} 

= {a € Ajo) > 0,a2 = 0}, 
P. =At}\P. = {a € Atja > 0} 

= {a € Ala: > 0}. 


显然 P- 在 a 的 上 投影 是 0. 以 Pi 记 P. 在 a 上 的 投影 ， 
称 为 go 的 约 化 正 根系 . 显然 P. C a. 我 们 有 下 面 的 结果 . 

引 理 5 P_， P, 如 上 所 述 ， 则 

(1) P- = {a€Atlo(a)=7(a)} = {a € A+t|0(o) = a}. 

(2) P, = {a € At|o(o) = —8(a) € P+}. 

证 i& a€ At, ġġ a = a; + o2, ai € ibe, a2 € a. 由 引 
理 3 得 r(a)= —a, o(a) = -al 二 aa, O(a) = al — az. 

自然 a ce At1,aEP, 即 a2 二 0, al>0. 故 (1) 成 立 . 

ac At, ac P}, Bl o> > 0. 故 (2) 成 立 . n 

引 理 6 #acP, M ge + g7% C t = É. 

证 HT oe P, t o(o) = 一 a, 0(a) = o. # Zeg, m 
0(Z) e g — ge. X 02 = I. kk 0(Z) = +Z. # 0(Z) = Z. 
H Zet # 0(Z) = -Z, Z = Z, + Zo, Z € f, Z; € pŠ, Wl 
0(Z) = 0Z( + 0Z; = Z, — Z = -Z1 — Z2. É Zi = 0, Z = 
Z, Ep9. XH YH e a £ (e, H)Z = [H, Z] = [0(H), 0(Z)| = 
0[H, Z] = (e, H)0(Z) = —(a, H)Z. k [H, Z] = 0. # Z £0, 
M| Zea ch FA. 因此 6(2) = -2 是 不 可 能 的 . 同 理 可 证 
g“ C t. El g%@ + g “Ct. D 
2.3.3 Iwasawa 分 解 

定理 1 设 go = bo + po Z Cartan 分 解 ， bo = be +a 
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是 对 应 的 正则 Cartan 子 代数 . $ n = Y gc, no = nngo， 


e€ P+ 


so = a + no. M) n, no 分 别 是 g, go BJ pR F Ú 38, so 可 解 . H 
go = to 十 a 十 no. 


(此 分 解 称 为 go 的 Iwasawa 分 解 ). 

证 (1) 先 证 so = a + no FA. 

若 a Be P, Ho+Bñ 6 A, M a + 8 € P. k n J: g ñj 
FFFA. 又 on = n, k nÇ = n. 因而 no 也 是 go WERT 
代数 .由 [a + no, a + no] S no. Ék so 可 解 . 

(2) 再 证 Ëo + a + no = to+a+no. 

WKTet,Hea, X8en, BT+H+X =0 以 和 作用 之 
fT- H +0(X)=0, f 2H +X — 0(X) = 0. IN a € P, Ék 
—0(o) € 已 . 因而 ye 68%, 进而 00) € g =g”, a E P. 


故 0(X) € > g“. K X —0(X) € D (+g) X 
e€ P+ e€ P+ 


b + > 8° ŁAM, wi H = X = 0(X) = 0, # T = 0. 因而 
CE 

(2) 成 立 . 
(3) 最 后 证 go = to +a + no. 
车 Ego, 则 o(z)==z. ik z= 4(x+olx)) 因而 有 


z= H+ Y (zo + ora), 
acA 


其 中 H Ebo, £a € 9%. za 十 oza 有 如 下 四 种 可 能 : 

(a) a € P_, 由 引 理 6 知 82 + g ° CEt, ola) = ~a. H 
Ta + ozs € lo. 

(b) ~a € P, W] z+ + oz. = Z_ (a) For (a) € ato) + 
g (e) = g9 + gA C É. H za + OTa € bo. 
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(c) = € P}, o(a) € P}. za + oza € g2 + g2(@) C n. 故 
Ta + OTa € No. 

(d) -a € P}, WJ (za + oz.) € gr(o +g. H z(a), 
O(a) € P, ( 引 理 5), 5 r(zau + ceza) € no, 而 

Za 十 aza = [(zu 十 aza) + T(za 十 aza)] — T (zo tt ora), 
而 Ta + cz. € go, Tg0 = 80, x y+Ty € u, 故 
(La + za) + T(Zo + GTZa) € go Du = Bo, 

故 za 十 oza € bo + no. X bo = bs +a, ñK go = Ëo +a + no. D 

命题 1 设 go 如 定理 1 所 述 ，u 是 对 应 的 紧 半 单 李 代 数 ， 
go = to + a + no 是 Iwasawa 分 解 ， 则 存在 g= 99 的 一 组 基 
(zi) 使 得 ad g 在 此 基 下 有 下 述 性 质 ; 

(1) adu 的 矩阵 是 反 Hermite 的 ; 

(2) adn 的 矩阵 是 严格 下 三 角 的 ; 

(3) ada 的 和 矩阵 是 实 对 角 德 阵 ， 

证 itra ugat, W 

H(z, y) = —(z, Ty) 
是 正定 Hermite 型 .又 ucu HA4 zu = u. 
H(adu(z), y)- 一 —([u, z], TY) = (z, r[u, y]) 
= —H(z, adu(y)). 

故 adu 对 关于 H(z, y) 的 标准 正 交 基 为 反 Hermite pE. 

W At = {al<az<as<…}. fE b 中 选取 Hi,..., H. 
使 得 H(H;,, H;) = Ó; j. 因 TQ = =Q, Tg” = g =, 故 可 取 
Xai € g“ 使 得 H(Xa,, Xa ) 一 — (Xais TXa:) = 1. 故 


3 TXan The, Hi, ..., Hi, Xo, Xans ... 
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对 于 H(z, y) 构成 一 组 标准 正 交 基 ， 
因 n = )，g?, 故 adn 为 严格 下 三 角 和 矩阵 . 又 [Hi;， TXa,] = 


ae P+ 
—Qj(Hi)T Xa,, [Hi;, H;] = 0, [Hi;, Xo] = aj(Hi) Xa,. 故 对 
H ca,ad H AXR AERE. 口 


29 工 - 正 常 Cartan 子 代数 


EX1 一 个 李 代数 g RA 约 化 李 代 数 , 如 果 g = c+ g, 
其 中 c 是 g 的 中 心 ，g1 = [g, 9] 是 g 的 极 大 半 单 理想 . 

约 化 李 代数 g 的 Cartan FRZ b = c+ b, 其 中 bi 是 gl 
的 Cartan 子 代数 . 显然 0 满足 ”1. 最 大 可 换 ;，2. VH €b, 
ad H 半 单 . 

任何 紧 致 李 代 数 4 自然 是 约 化 李 代 数 . 

定义 2 设 go = 0 十 po 是 实 半 单 李 代数 go 的 Cartan 分 
解 . 称 特征 子 代数 to 的 一 个 Cartan 子 代数 b 为 go 的 环 面 
Cartan 子 代数 . # go 的 一 个 Cartan 子 代数 bo 2 b, 则 称 bo 
为 工 - 正常 Cartan 子 代数 , 也 称 最 大 紧 Cartan 子 代 数 . 

命题 1 设 go = Ëo + po 是 一 个 Cartan 分 解 ，b 是 to 的 
Cartan 子 代数 ， 则 go FES b 的 最 大 可 换 子 代数 bo 是 go 的 
一 个 Cartan 子 代数 . B bi = b, b3 C po, 即 bo 是 正规 分 解 
的 . 

证 首先 证 bo = bo ëo + bo 1 po. 这 只 需 证 Tho = bo 
即 可 ， 其 中 7 是 对 应 于 u = to + po HIW. Vr € bo 有 
2 十 TZ € bo. Vu € b C fo Ë z = rv. AmE 


[z +=, g] = [z, s] + [z, ry] = 0. 
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故 z 十 TT EbCobo. W re ebo. 因而 
Bo = bo N Éo + bo N po, H boN to = b. 


再 证 bo Æ go 的 Cartan FRÆ. 只 需 证 H € bo, ad H 
半 单 即 可 . A H = Hi + H>, Hi € b C to, H> € po C iu. Kk 
ad Hı, ad H2 半 单 .又 [Hi, H.] = 0. 故 ad H 半 单 . 

H 2.4 的 引 理 2 可 以 知道 = b8 LEF DR = ib + bo, 
bo = bo N po- D 

定义 3 设 A 是 bg 中 的 根系 ,对 aeA, 有 ea=aa 二 ao2， 
al € ib, œz € bo. br 中 的 次 序 称 为 对 b 可 容许 的 , 如果 从 
a >0 可 推出 ,al > 0. 

以 下 均 对 b 可 容许 的 次 序 来 讨论 。 A, At, HI 分 别 表示 根 
R, ERA, KEA. o, T 分 别 为 对 应 go, u = to + ipo 的 共 
H. 0 = or. 

引 理 1 如 果 aweA-, 则 al>0, 且 60D) = II. 

证 Șt a = ai +a. a E ib, a € hj. a € At. HB 
据 2.4 的 引 理 3 有 b(a) = ai — ox. # Ola) = a, W az = 0. 
故 al Z O, HM e = oí > 0. # la) Z a, W| VH € b, 
oo (H) = (a2, H) = 0. 任 取 0z# £a € g%, 0 Z 0(za) € g°@, Wi 
0 Z fa = za + 0(za) € C, fa Z b. JH VH € bc, 有 


ad H(fa) = a(H)zxa + 0(o)(H)0(z.) 
= o (H)f<. 


# a(H) =0, 则 [fo, bF] = 0, W fo € b, FH. kk ai(H) £0, 
B oi Z 0. # o, > 0, H 9(A+) = At. We € Hí, # 
Ola) = a' + a", oa € AF, JJ = = 02(o) = b(a’) + 0(o”), 
O(a’), 0(a”) € At, 矛盾 ， 故 0(H) = I. n 
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我 们 回忆 ， 复 半 单 李 代数 g 的 一 个 元 素 z RA g 的 一 个 
正规 元 , 如 果 


dim glaz = min(dim Say) Bay = (z € gl(ad y)"z = 0}. 


复 半 单 李 代数 的 正规 元 有 下 面 的 性 质 : 

(1) 车 a 是 正规 元 MJ gy, = 3(o) = (zl[z, a] = 0) Æg 
的 Cartan 子 代数 . 

(2) Æ g 的 二 Cartan 子 代 数 有 公共 的 正规 元 ， 则 它们 重 
A 

(3) t b A g 的 Cartan FRA, A 为 根系 .五 Eb 满 
Æ a(H) #0, Ya € A. M H E g 的 正规 元 . 

定理 1 (1) go 的 环 面 Cartan 子 代 数 一 定 含有 g 的 一 个 
正规 元 . 

(2) go 的 两 个 工 - 正常 Cartan 子 代 数 bo, bo 车 包含 同一 
环 面 Cartan 子 代 数 b, 则 bo = bo- 

证 (1) 首先 证 明 Vo € A 不 可 能 (a, b) = 0. 否则 有 
(9(a), 9(b)) = 0, BB (b(a), b) = 0. 于 是 (a + O(a), b) = 0. 
又 a 十 9(a) € ib. WE a = a + a2, Q, € tb, o2 € po, 则 
(al b) = 0. X (oí, bg) = 0, 天 (o), b) = 0, 因而 Qi = 0, 
与 引 理 1 矛盾 . 又 A 是 有 限 的 . 故 3H cb 使 得 ( a) Z 0, 
Vac A WM. EB H A g 的 正规 元 . 

(2) # Heb = 64 为 正规 元 M| bS =H) =hF. i 
bo = 3 N go = bo- D 

以 下 利用 T- 正常 Cartan 子 代数 来 讨论 Aut go 和 Ad go 
中 令 不 变 的 子 群 ， 引进 下 面 符号 . VW bo 是 go 的 本 -正常 
Cartan 子 代 数 . 令 


K = {keAutgolkto = to}, 
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Ko = {k € Adgolkto = to}, 
K (bo) = {k € K|kbo = ho}, 
Ko(bo) = {k € Kolkbo = bo}. 


命题 2 Autgo/Adgo = K(ho)/Ko(bo). 

证 从 1.5 的 定理 1 Z £ 2 4 Autgo/Adgo = K/Ko, 故 
只 要 证 明 K/Ko = K(bo)/Ko(bo). 

Vk € K, k(bo) = k(b2) + k(bo) 亦 为 工 - 正 常 Cartan F 
代数 . k(DT ) 是 to 的 Cartan 子 代 数 . 由 to 的 Cartan 子 代数 
KHMER, A o € Ad to 使 得 phd) = kbi). p 可 自然 扩充 
为 Adeoto 的 元 素 ， 仍 记 为 p. 即 o € Ko. 因而 kg) = pbg). 
于 是 由 定理 1 知 k(bo) = pho), B o lk = kí € K(bo). ki > 
kKo 是 K(bo) 到 K/ Ko 的 映射 ， 且 是 到 上 的 同 态 ， 映 射 的 核 
为 K(bo) N Ko = Ko(bo). 故 命题 2 成 立 . n 

定义 4 K(bo) 与 Ko(bo) £ bo 不 变 . 在 四 与 br 诱导 出 
等 距 对 应 . 天 (bo) 与 Ko(5o) 在 br 上 诱导 的 群 W (go), W (go) 
称 为 go 的 Cartan 群 与 Weyl 群 . 

显然 W(go)A = A, W(go)A = A. 


210 ” 复 半 单 李 代数 与 紧 致 李 代数 的 目 同 构 
2.10.1 ” 复 半 单 李 代数 的 自 同 构 


设 g 是 复 半 单 李 代数 ，0 为 其 Cartan FRÆ, br Hb 
ZRF, A 为 根系 . 则 g==0+ > g%. 


acA 
定义 1 RR {Xa Xa € 9%} 为 8 的 一 组 modb 的 Weyl 
基 , 如 果 有 
(1) IX. X-a] =a, BB (Xa, X-a) = 1: 
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(2) Nap = -N-a -8, 其 中 [Xa Xa] = NapXatp. 
复 半 单 李 代 数理 论证 明了 下 面 事 实 : 
1. Nag 是 实数 ， 且 N23 = 3(p+ 1)g(a， o), 其 中 


8 — pa, EEEE) b-a, 8, B + o, e.. B +qo 


为 过 6 WJ a 链 . 
2，bR 是 一 个 欧 氏 空间 . Vo € A, 


P? = (X € bn|(X,o) = 0) 


是 ba 的 一 个 超 平面 . A 是 有 限 集 . ba \U Ps 分 解 成 有 限 个 


连通 集 . 每 个 连通 集 叫 做 一 个 Weyl 房 . 

3， 对 每 个 pe K(b) = {p € Autglp(p) = b} 有 下 面 性 
质 : 

(1) p(hR) = br, plor 是 等 距 变 换 ; 

(2) p(A) = A: 

(3) PXa = YaXpta), 反 过 来 ， 有 下 面 的 基本 定理 . 

基本 定理 车 p 是 ba8 的 一 个 等 距 对 应 ， 且 p( 信 ) = A. WW 
p 可 以 扩充 为 g 的 一 个 自 同 构 ， 仍 以 p 表示 之 . 则 p € K), 
而 且 为 

p(Xa) = YaXp(a), G € ll 


中 Ya (a € H ) 所 唯一 决定 . 
4， 对 于 g 的 modh 的 Weyl Æ {X。), 对 pe K0) WA 
(1) yay-a = 1, Va € A; 
(2) Yaya = EYa+p, 车 a, B, a + ñ 6 A. 
5. II = (o), oo, .….，ar) 为 和 的 一 组 基础 根系 ， 则 
P = (€8|(&,o;) < 0} 是 PZ, 围 成 的 Weyl 房 . 
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定义 2 PP 为 一 固定 的 Weyl 房 ，{Xa} 为 modh 的 Weyl 
基 . # p€ K(b) 满足 pP = P; pX+< = Xia a € II, WE p 
为 正则 自 同 构 . 

p 是 正则 自 同 构 当 且 仅 当 


PpX+a = Xtpla)» a Ell, 


pŒ) = Il. 


2.10.2 RREA ERKA EH 


设 u 是 紧 致 半 单 李 代 数 . 9 = ue, b X u 的 一 个 Cartan 
子 代数 ，6 二 p< 为 g 的 Cartan 子 代 数 . TE g = b+ D s 
a€ 


A 为 bn 的 根系 . 

定义 3 MĚ {Xa €g) 满足 

(1) {Xa} 是 g 的 一 组 mod 的 Weyl $; 

(2) i(Xoa + X-a) Xo -X-a €u, 
则 称 {Xa} 为 g 的 一 组 modh 的 标准 Weyl 3. 

命题 1 u 紧 致 半 单 李 代 数 . g = uC 的 modh 的 标准 
Weyl 基 一 定 存 在 . 

证 k rA utg 中 决定 的 共 轿 ， 则 对 Ya € A. 有 ra = 
-a. Vya € g% 有 [H, Tya] = T(a(TH)ya) = r(—a(H)ua) = 
—o(H)rya. É Tya € g °. 

任 取 一 组 g 的 modh 的 Weyl 基 (X: ), BE 

(1) [Xa XLal =a, 故 (Xo X a) = 1; 

(2) Nig = -N'a -8° 其 中 [Xw， Xal = N’ gpXarp; N/a 为 
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H(z, y) = —(z, Ty) 是 g 上 的 正定 Hermite 型 ， 设 
rX! = kX! a 


X 0< H(XL, XL) = (Xh TXL) = —k(XL, Xa) = —k. t 
k 为 实数 ， 且 


k= -H(X!, X!) < 0, 
TX! = —-H(XL, XL)X' ,, 
' = ——— = X' )X'. 
TXT 
故 H(X!', XL)H(X a X.a) = 1. 
# H(X!, XI) = 1, W H(X La XLa) = 1. 此 时 有 


1 _ 1 
TXa = —X_ 


FE (XIX a) = il(XL-rX,) € u, Xh- X a = X +rX, € 
u. 故 (XL) 即 为 g 的 一 组 modh 的 标准 Weyl 3. 

# H(XL, Xs) # 1. 令 Xal = 
X, X! ; 


Kp X-e = Xr | 


Xa = 


于 是 有 H(Xa, Xa) = 1. W rX, = 一 X-a, (Xa X-a) = 1, 
[Xa, X-a] =Q, [Xa, Xa] = NapeXau+p， 其 中 


IXallXgl 


= S N! 
P= IX 8 “° 


亦 为 实数 . 又 
T|Xa, Xa] = T(NagXa+8) = Na BTAa+48) 
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{rXo, TXp} = Na -86X -a-ß = Na pX -a-p. 


因而 {Xa} 为 9 的 一 组 modh 的 标准 Weyl 基 . 口 
引 理 1 p€ K(b), p(X.) = YaXp(o), W plu) = u 的 充 要 
条 件 是 |ya| = 1. 
证 因 p(w) =u 的 充 要 条 件 是 pr = ro. Wik {Xa} 是 9 
的 一 组 mod b' 的 标准 Weyl 基 ， 我 们 有 


TPXa = T(YaXp(a)) = -Ta X-pa) 
pT Xa = p(— Xa) = —Ye X (o) ` 


故 pr = rp 之 充 要 条 件 是 Y-a = 元 . 但 是 由 于 Yay-a = 1, 故 
知 引 理 1 成 立 . 口 
命题 2 对 任 -- p€ K(b), 3o € K(b) 使 得 Pb = u. B 


, 
p lor = Plor 
对 g 的 一 组 modh 的 Weyl 基 {Xa} 有 
p X, = pap Q € lI. 


证 设 开 为 基础 根系 xo c 可取 五 Eb 使 得 Yo 
em o), 于 是 有 edH X, = el S) X, = ya Xa. 而 ex Fl = I. 
故 p = pe~348 满足 plor = Plor 而 Xa = pyY-aXa = 
?7-anaXp(a 二 Xp(a) = Xpt) 于 是 由 Yao = 1 48 


lI 


Yatby = 士 yaw YB, = EL. 
故 对 a €D, p'Xa = Xpo) WK p'(u) = u. 
系 设 4 是 紧 致 半 单 李 代数 .日 为 其 Cartan 子 代数 . 
动 ' 一 6bR 为 g=uc 的 Cartan 子 代数 bp = 5 HRE. p 是 
ba 的 等 距 变 换 ， 且 P(A) = A. 则 o 可 扩充 为 u 的 自 同 构 . 
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证 首先 可 将 p 扩充 为 g 上 自 同 构 p 由 此 知 o: € K(5). 
故 有 pilu) =u, ËD p) € Autu. pilor = nila =P- i p 可 扩充 
为 u 的 自 同 构 . 口 

ba 的 一 个 令 根系 不 变 的 等 距 对 应 , 可 扩充 为 u 的 自 同 构 . 但 
扩充 并 不 是 唯一 的 . 车 pi, pa 均 为 p 的 扩充 , M o= pipl = 
I. 因此 为 研究 不 同 扩充 的 关系 ， 应 考虑 p c Autu, 而 plor = I 
的 情况 . 为 此 先 给 出 一 般 半 单 李 代数 的 情况 ， 

引 理 2 i go = fo 十 po 是 实 半 单 李 代数 go 的 Cartan 分 
E. bo =b 二 po 是 有 正规 分 解 的 工 - 正常 Cartan 子 代数 . 令 

K = {t E Aut goltto = to}, 
K (ho) = {k € KIk(bo) = bo}, 
Ko(bo) = K (bo) N Adgo, 
Ro = (p € K(bo)lplpo = 1). 
MJ Vp € Ro ff p = ea, H € b. 进而 Roc Ko(bo). 

证 设 go, u = bo + po fE g = gç PREWKRREDIA c, 
T. & 0 = cr = ro. 对 ba 的 根系 A, 引入 对 6 容许 的 次 序 ， 
则 有 一 素 根系 JI 使 得 0(ID = TI, O(Xa) = ta Xola), ta Fa 0. 

# p € Ro, BD) plpo = T, $k ply = 1, k p(o) = o. 故 可 假定 
p(Xa) = Ya Ka. 

由 pe 一 8p, 有 Yata Xola) = ta Yola) Xola)» 故 Ya = Wla) 
又 由 于 oM) = IL, 可 取 H € p 使 得 e(H, a — ya ai € IL. H 
F Ya = Yla)» wA 

(H, ai) = (H, 0(ai))， 
X (H, ai) = (0(H), @(es)). 因而 
(H — 0(H), ba 四 = 0, e € t. 
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# H -0(H)=0, É H € 5C. 

作 ead#, 则 ead H jy = I, edH X, = YaXa = p(X.), = € II. 
故 知 p = eH, 由 p€ K, K 紧 致 ，ad HH 的 特征 什 纯 虑 ， 即 
(H, aji 是 实数 ，a € A. BB iH € bR = ib+ by. M H € tC, 
# H eb. W 

p= e*4H € Ko(bo). D 


系 M Ë u 是 紧 致 半 单 李 代 数 . 为 其 Cartan FRE. 
p € Autu, E ply =I. W p= e18, H €N. o 


2.10.3 ”小结 


设 u 紧 致 半 单 李 代数 ， AH Cartan FRA, b= D, 
bhr =ib, A ARR. g=b+ > 8°, {Xa} 为 g 的 一 组 modb9/ 
的 标准 Weyl Æ. H 为 一 组 基础 根系 . 

Autu C Autg. K(b'), K(5) 分 别 表示 它们 的 令 b, b (因而 
br) FÆRT. Bọ A br 上 所 有 转动 (BB bhr 上 等 距 的 且 
使 A 不 变 的 变换 ) 构成 的 群 ( 称 为 Cartan 群 ), 则 Vo e K(9b)， 
映射 

p — plpr 
是 KOH) 到 o HASRA. HEA Ro = {p E 天 (bp)loly = 
D. 故 
K(b') =|] o, 
> 


其 中 p' 可 选取 为 满足 p'(Xta) = X+,tay ya € M, 
Ro = {ew HIH € p!) C Ko(bo). 
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即 p€ K(b’), 3p', H € h’. P'X ta = Xtp'la) = X+pla)» acli 
使 得 

p= pei, 
HF Autu/Adu = K (ho)/Kolbo), Ti K (bo) 与 理 同 态 ，Ko(po) 
与 Weyl Ë S 同 态 ， 同 态 核 Ro C Ko(bo). 故 


K(bo)/ Ko(bo) = (K (bo)/Ro)/(K (bo)/ Ro) S $ /S, 


BD Autu/Adu % @$/S. W S 是 {oala € A) 所 生成 . # P 
为 任 - 一 固定 的 Weyl p. 再 令 $B1 = {9 € #|éP = P). WA 
NS = {e}. B| s€ S, sP = P, #& s = e. 因而 有 


Autu/Adu = $1. 


由 于 $, 保持 ba HAR, HE P BB H 43. 故 对 于 单 李 
代数 是 完全 确定 的 : 

Bn, Cn， G2, Fa, Er, Eg : Pi 一 {I}. 

An: B1 = (I, (1, n)(2,n ~ 1).…}. 
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Dı: Ó, = {e;(1, 2), (2, 4), (1,4), (1,2,4), (1, 4, 2)}. 


2 


Ee : Pi 三 {e, (1,6)(2, 5)}. 


1 2 3 5 6 


l, 


由 Aut u/Adu S ó, 还 可 得 下 面 定 理 . 

定理 1 Autu= 9:  Adu 为 半 直 积 ， 其 中 O 是 正则 自 同 
构 . 

即 Autu 中 任 一 连通 分 支 必 有 一 正则 自 同 构 to. 特别 对 于 
单位 连通 分 支 Adu, to = I. 


第 三 章 ” 实 半 单 李 代数 的 分 类 


3.11 Gantmacher 定理 


3.11.1 ” 实 半 单 李 代 数 与 紧 致 半 单 李 代 数 的 对 合 自 同 构 的 关 
系 


设 go 是 实 半 单 李 代 数 . go = fo 十 po 是 其 Cartan 分 解 . 
B| u = to 十 io Æ g = gÇ 的 紧 致 实 形式 ， 设 0,7 分 别 为 go u 
Migi. 则 o(u) =u. 即 o 在 uw 上 的 限制 是 u 的 一 个 对 
LAIH. Rik, 我 们 有 下 面 的 结果 . 

命题 1 设 u 是 复 半 单 李 代数 g 的 一 个 紧 致 实 形 式 . 4 是 
u 的 一 个 对 合 自 同 构 . u 对 ó 的 分 解 为 


u=uriu, ug = {X cu|é(X)= +X). 


则 go = u+ + iu- 为 g 的 一 个 实 形式 ， 且 go XAI o 满 
Æ cl. = ó. 
证 显然 有 


pu u4} C u+, ul G up, u+, u] E u. 
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故 
[go go] C 80, 


go 为 实 李 代数 . 又 
go + igo = u4 + iu + (u, + iu-) = g, 
dimna go = dimp u = dimc g. 
X Vu € u, u = u, +u, ug E u 有 
olu) = ofu, +u-)= c(u, — iliu—)) = u+ — u = @(uy. O 


由 于 g 的 紧 致 实 形 是 共 罗 的 ， 故 实 半 单 李 代 数 的 分 类 问题 
就 化 为 g 的 紧 致 实 形 的 对 合 自 同 构 的 分 类 问题 . 

定义 1 g 的 紧 致 实 形 u 的 两 个 对 合 自 同 构 6, 0 称 为 共 
8609, 如 果 存 在 一 个 YE Adu 使 得 767-1 = 0'. 

g 的 两 个 实 形式 go, go RA HHD, EA y c Adg 使 得 
79o = go- 

定理 1 设 020 是 u 的 两 个 对 合 自 同 构 ， 则 它们 对 应 的 
实 李 代数 go, % 在 g 内 共 固 的 充分 必要 条 件 是 9 与 0' HH. 

证 R c, of 分 别 为 go, go Pri E WJ Yi. W oj = 0, 
ohh=0. 有 go= {z € glor = z}, go = (z € glo'r = z). 

又 据 1.2 的 定理 1, Adu 与 Adg8 = Adg PA adu Z u 为 
李 代 数 的 闲 子 群 Go 同 构 . 因而 Adu TRA Adg 中 . 故 YE Adu 
可 扩充 为 Adg 的 元 素 . # 0 与 0 H, ME y € Adu C Adg 
使 得 y0y_1 = 0'. 对 任 一 = zi 十 iz2, £1, £2 € u H 0z1 = zi, 
Or = —z2. H yu = u 81 y2i, yz2 € u. XË o' 为 8 对 应 的 
RH, W ou = 9 . 故 有 


ol(yz) = o '(yzi) — io!(yzə2) = 0'(ymi) — 10 (yz2) 
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= y0y_!(yz1) — iy0yC! (yz) = yzi + iyr2 
= yz. 


故 ygo G go- X dim ygo = dim go, ñK Ygo = go- EN go 5 gh 4 
$ü. | 

KR, W go 与 go E$, ME y e Adg 使 得 ygo =gh. 又 
ito 与 o' 分 别 为 go, 的 HARRA. 因而 有 yoy! =. H 
Yu 亦 为 紧 致 实 形 . Wk 


go = Ygo = go N Yu + go N iqu, 
go = go Nu +g) Niu 


均 为 go 的 Cartan 分 解 ， 由 Cartan 分 解 的 共 轿 性 知 有 y1 € 
Ad go C Ad g 使 得 


7(g0 Nyu) = go Nu, (go N iyu) = gh N šu. 
令 y= yny MA y290 = 986, H yry =0'. 而 且 有 
(go lu) = g lu, y2(go Niu) = gh N iu. 
故 yaligo Nu) = igo Yu. 于 是 


Yu = qə(w [go +igo lu). 
= go Nu + ig Nu = u, 


Bl u 是 o, o 及 人 2 的 不 变 子 空间 HO = yla: O- yy |a 
yol = Y € Adu. ik c 与 of EB. = 

从 上 面 定理 知 以 g 为 复 化 的 实 李 代 数 的 分 类 问题 就 变 成 了 
9 的 紧 致 实 形 的 对 合 自 同 构 的 共 儿 e 分 类 的 问题 . 
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3.11.2 Gantmacher 定理 


W u 是 紧 致 半 单 李 代数 ，g = u“. 0 E u 的 一 个 对 合 
同 构 . go 是 对 应 的 实 半 单 李 代 数 . 则 go = to + po (to = {xr E€ 
u|0(z) = z), ipo = Íz € u|0(z) = —z)) 是 go 的 Cartan 分 解 . 
i b = bo + i # go 的 对 此 分 解 有 正规 分 解 的 工 - 正常 Cartan 
子 代数 ， 则 b = bo 十 动 ; 是 u 的 Cartan 子 代 数 . be = BC， 
REFS bn = ¿bo + hi. 

定理 2 假设 如 上 . W) 0 # Adu FHF 


ad H 
Ooe ; 


其 中 b 是 u 的 一 个 正则 对 合 自 同 构 ， H ebo = {M € 
b'|0o(H,) = Hı}. 

(此 定理 称 为 Gantmacher 定理 .) 

证 iho 是 to RIRES. XJ bo 的 一 个 可 容许 次 序 所 决定 的 
素 根 系 II, 有 0(ID = !I (2.5 的 引 理 1). 

根据 2.5.3 知 有 0 = 0ed”, H eh. 而 且 对 modh 标准 
Wey1 基 有 - 


Bole = Olp, Orta = Z+b(a) = Tto (a) Q € IL 


即 对 此 p' I, {za}, 9 是 正则 自 同 构 . 

又 oly = 02|, = I, bza 一 00zefa) = Tela) = To. 故 
9% = I, Bl 的 是 正则 对 合 自 同 构 . 

车 010 = 00), 则 ed H = 00 = 010, 则 Oher Hg, = dH. 
即 OLH = H, & H €h, 00 H = H. PERRYS. 

# 00 关 000. W OTa = YeTə(ay a € H. H [y| = 1, 7 
& ya = ea Hp € R. 有 Hi € b 使 得 (Hia) = ripa, 
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acl. $= ez M] £ c Kolh'), 0 = £06- e K(b'). B 
lpc 一 Olpe = Olye - 又 


0'(za) = e" Hatto) Xora); 
O00 (Ea) = elka thoa) Talo) = O'ra. 


BB 600 = 0'0, wk 0' = ble H, H e, 06 H = H. 而 6 与 0' 在 
Adu FHH. 口 

由 4 的 Cartan 子 代数 的 共 固 性 知 对 事先 指定 的 Cartan + 
代数 9', 素 根 系 IL 标准 Weyl 基 ， 9 jt O ed. Rh bo 
是 正则 对 合 自 同 构 ; H eb, B 90(H) = H. 

由 于 eo) = H, 由 2.5.3 知 ， 在 u 为 单 李 代数 时 ， 只 有 在 
An, Dn, Es B, 0o 可 能 不 是 恒 等 变换 .而 其 余 情况 bo 必 为 恒 
等 变换 . 


3.11.3 ”对 H 的 进一步 研究 


考虑 凡 到 Adu 内 的 映射 g: H — edH (H eb). 显然 这 
是 同 态 上 映射， 由 efr, = el% Pra, (a € A) 知 此 同 态 的 核 为 


Tı = (H € p'|(e, H) = 0 (mod2ri), Ya € A). 


这 是 b' 中 的 离散 子 群 . VH e r 定义 外 中 一 个 平移 x(Ho): 
H > Ħ + Ho. Wj T(Ho)l', =i, {x(Ho)|Ho € Tı} =r. 将 平 
移 所 成 的 群 仍 以 Ti 记 之 . 又 设 S 为 Weyl 群 . 由 于 S(A) = A. 
故 Sri = D, H Ys € S, n(Ho) € Di, 有 sz(Ho)s (H) = 
sz(Ho)(s lH) = s(s!H + Ho) = H + sHo = z(sHo)H, Bp 
有 sn(Ho)s-! = n(sHo). BR SAT = (e), kk S 55 Tr 之 积 
Wi = SI 是 半 直 积 . 
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为 进一步 将 H 精确 化 ， 先 证 两 个 引 理 ， 并 由 此 引进 Weyl 
胞 的 概念 . 

引 理 1 车 $e Wi H e h, J| ed H bj adé(H) ju. 

证 # ¢=nr(Ho) €T, 则 e14) — ead(H+Ho) — ead H. 
故 只 要 对 S, 即 只 要 对 sala € A ) 来 证 明 . 对 o € A, 取 

in 
V2(a a) 
H {£a} 是 modh 标准 Weyl Æ, Mr € u. 对 五 Eb # (AH 
纳 法 不 难 证 明 ): 


T= (z< +z_a). 


(一 1)z+l7r2p+1 


V2(a, a) 
(—1)Ptin2p+2 


v (o, a) 


(ad z)2PT1 H = (a, H)i(za = T-a), 


(adz)P tH = (e, Hja. 


令 y=, 则 有 
yH = edt H 


Se 1 
= H — — (ad 2p+1 Jf 
+ 2 人 Te 2) 


— 1 
— — (adz)P t? H 
tÈ Gp + Di z) 


(a H) lra ra) 
V2(a, a) ⁄ 2 


+(cos z — 1) = m) 
) 


= H —sinrz: 


Q 
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对 一 个 a € A 及 整数 n, (H|(H, a) = 2n7i} 为 一 个 超 平 
面 . 设 Wo 为 对 此 类 超 平 面 的 反射 生成 的 群 , 则 有 下 面 的 引 理 . 

引 理 2 WoC Wi. H Wo= S-To, RF To Æ$ Ti 不 变 
的 平移 . 

证 只 要 证 明 Wo £ To 不 变 即 可 .把 对 超 平面 {Hi(H,@Q) = 
2n7i} 的 反射 记 为 7. 则 有 

4nri 2(H, o) 4nri 
a + 一 -一 4a 


"Dosti a Ho a) T a, aj” 


对 任何 Be A, H cr, 注意 到 eA 是 整数 ， 故 有 


(e, e) 


= 0 (mod2ri). 


Anni 
(a, a) 


(a, B) + 


a, B) 


即 (H) ET # Wo C Wi, Wo = S ` To. o 

定义 2 被 超 平面 {HI(H,a) = 2n7i} (其 中 o € A, n 
为 整数 ) 分 解 成 若干 凸 区 域 . 每 个 区 域 称 为 一 个 Weyl 胞 . 

b 的 Weyl 胞 与 Wo 有 以 下 性 质 : 

(1) 车 户 为 一 固定 的 Weyl ii, H eb, 则 存在 t€ Wo 
使 得 i:(H) € P. 

(2) 所 有 的 Weyl 胞 关于 Wo 合同 ， 即 若 P, P, 是 两 个 
Weyl M, WMA tE Wo 使 得 tP, = P>. 

(3) 单纯 李 代 数 的 Weyl 胞 是 一 个 n 维 单 形 ， 且 为 


1 1 
P= {z € p| (e z) > °, = z) < 1}, 


其 中 {ar} 为 一 基础 根系 ， 入 = 2 mear 为 对 此 基础 根系 的 最 
高 根 ( 首 根 ). 
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由 此 知 对 于 te Adu, 3y € Adu 使 得 yty! = e”, 其 中 
Hey, H HEP. 

车 6 是 4 的 对 合 自 同 构 ， 则 fo = (z € ul0(z)= z) # 
致 李 代 数 . b E u BJ Cartan 子 代数 . 则 bo= tonb Æ to 
的 Cartan 子 代数 . W (al) 是 bo 的 素 根 系 ， 入 为 相应 的 最 高 
根 . 

定理 3 车 8 是 4 的 对 合 自 同 构 ， 则 8 REF boe™IH 其 
h H € bo = wnb, # H Z 0, MREZI E: 

(o), H)= xü (ap, H)=0, k > 1. 


而 且 在 X = mait mat P mi = 1 BR 2. 
证 ÆRE 0 = LI. 此 时 bo = b', ap = ak. XF Heb 使 


得 
(ak, H) > 0,. (À, H) <1 
2 一 、 2m 7 
由 如 = 了 BW dH = 了 于 是 有 
2(ox, H) = 0 (modl) 
274 
因而 
(ak, H) -0 或 二 (À, H) < 1 
271 2 271 


为 计算 简单 起 见 ， 将 ZE WA ok. 故 有 下 面 两 种 情况 ， 

(1) (a, H) = 4; (ak, H)= 0, k > 1. H (À, H) < 1 %l 
mı = 1 或 2. . 

(2) (ai, H) = (as, H) = z, (Qk, H) = 0, k > 2. 由 
(N H)<1, 故 ml =m =1, (À, H) = 1. 

(1) CAFER. (2) 可 以 取 her, WE: (h, o,) = 1; 
(h, ek) = 0, k > 1; KW (À, h) = 1. Ni z € P. $ z! = z—h 
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则 有 


(一 al， z!) = (一 az z) + (al， h) < 1, 
(—À, z!) = (—À, z) + (À, h) > 0, 
(ak, z) > 0， k>1. 


Tr(—h)(P) 仍 为 一 个 Weyl 胞 , 而 且 含有 原点 . W az, a3, 
一 入 亦 为 一 基础 系 . H 满足 (2) 则 有 


Cn， 


再 取 s € S 使 得 sfal，...，an) = (a2, ...， On, 一 入 ) 即 可 . 

其 次 假定 60 Z I. 由 于 Oott = eadH .go0, 故 eH — I. 
因而 ed f 亦 为 对 合 自 辣 构 . 因而 有 ?7 € Ad to 使 得 y0 ea H ,y-1 
= eE 合 于 定理 之 条 件 . 口 
例 考虑 42 的 情况 . 


H = {a;, az}, 和 一 Cl + a2. 


(1) H = 1(2o) + a2), š(2o2 +01) 知 (H, aa) = 0. 
(2) H = œ + oo. 


(ar, H) = (a2, H) Æ 0. 


取 h = #(2a1 + oo). M +P 为 一 Weyl 房 ， 对 此 Weyl Ñ, 
{Q2， 一 和 } 构成 素 根系 ， -ai 是 最 高 根 ， 
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3.12 ”正则 特征 子 代 数 


引 理 1 i uo 是 紧 致 李 代数 u 的 子 代数 . b, ho 分 别 是 
u, uo 的 Cartan FRR. H bo S 5. W wo 的 根 必 为 4 HIE 
bo 上 的 诱导 . 

证 设 4 的 复 化 有 分 解 


MEAU{O} 


其 中 A 是 非 零 根系 ， 令 入 = 和 lpo, BD 入 在 bo 上 的 诱导 ， 于 是 
对 uo 的 复 化 有 根 向 量 空间 的 分 解 uf = 并 tx 
x 


考虑 ad uo 对 商 空间 uC uG 的 表示 (p, uC /us). 可 将 uc /上 
分 解 为 uC/u§ = YT ü), Ap uY 是 由 ht 的 余 类 所 成 的 子 空 
间 , CERAN 的 根 空间 ， 故 上 式 显 然 是 直 和 . 如 果 r € uo, $ 
z = Ery, WH 0 = £= Ey, Ey € V. 于 是 所 有 5x = 0, 
即 x euf. 所 以 zy Eu9 nu). REA uf = Y (uc nuy). 如 
F uE nu) Z 0, 那么 入 E uo 的 一 个 根 ， 所 以 uo 的 根 都 是 4 
的 根 诱导 而 得 . 口 

引 理 2 设 b 是 紧 致 代数 4 的 Cartan 子 代 数 . 如 果 aiaz, 
.. .ol 是 内 /个 线性 无 关 的 根 ， 且 任何 根 均 可 写成 (ma 
二 nza2 十 … 十 mai), 其 中 mi (1 < ¿ < J) 是 非 负 整数 . 则 {Qi, a2， 
..，Q1} TEA u 的 一 素 根系 . f 

这 是 熟知 的 事实 ， 证明 略 去 . 口 

定义 1 紧 致 半 单 李 代 数 u 的 正则 对 合 自 同 构 如 所 确定 
的 特征 子 代 数 uo = (z € ulto(z) = z) 叫做 正则 特征 子 代数 . 

引 理 3 Ru 是 紧 致 李 代 数 ， 如 为 正则 对 合 自 同 构 ， to 
是 对 应 的 正则 特征 子 代数 . b, bo 分 别 为 u,uoÍ 的 Cartan 子 代 
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3k. 且 b Dbo.a 是 4 对 0 的 根 a 是 a 在 bo 上 的 诱导 . 则 
1 
a = s (e + to(a)). 


证 由 于 to(3(a+to(Q))) = 3(to(a) +o), it Ha+tola)) € 
bo. X H e€ bo, WA 


(e, H) = (to(e), to (H)) = (to(a), H). 


故 o' = tola), Hit a = z(a + tolay) = ila + tola) = 
F(a + to(o)). 口 
系 若 a: EI, 月 ~; = o, 则 a; = o; 或 a; = to(a;). 

证 H tM) = I, X a = o 故 得 ai + tolai) = oj + 
to(aj), WK ai = o; 或 tolaj) = ai. n 

命题 1 正则 特征 子 代 数 的 素 根系 IP E u HARANE 
bo 上 的 诱导 . 

证 W to 是 正则 对 合 自 同 构 ， 故 


to(Z+a,) = Titoa) 
于 是 za + Tulan EUS. # H € bo, M 
(ai, H) = (tolai), to(H)) = (to(0i), H). 
故 ailbo = to(Qi)lpo. 令 Ho € bo, 则 
[H, z<, + Etola;)] = a; (Ho) (£a; + Ziotai)). 


故 o; 是 uo 的 一 个 根 . 
设 aj, ah, .... o, 是 af, Qh, rero’ a 中 互 不 相同 的 根 . 
我 们 将 证 明 or, os... ap 是 线性 无 关 的 . 
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KE, WT Z j, 1 < i,j < A tolaj) Z w. 若 不 然 ， 
即 tolaj) = ai, 则 of = $0; 十 如 (oa5)) = š(to(to(e;)) + o) = 
(ei 十 to(ai)) = œ, FA. 
设 njal 十 W509 +e + npa = 0, 则 
L 
>` “(e + to(Qx)) = 0. 
k=1 


nia + naa +: + nror +: + na = 0. 


因为 araz =, a 线性 无 关 ， W mn = n2 =: =n =: = 
m=0 mi=1,2,..., l HA ni = 2 R ni, nj Sns 
=n, =0, 故 ajah, ..., ap 线性 无 关 . 

又 由 引 理 1 知 , HER o € A' 有 Ea = nio) 十 … 十 ni%， 
n 2 0. 由 引 理 2 知 IV 是 uo 对 bo 的 素 根系 . D 

LEH s 嵌入 bot, ARA bo 的 一 个 向 量 . 

命题 2 紧 比 单 李 代数 u 的 正则 特征 子 代 数 uo 也 是 紧 致 
单 的 . 

证 设 to 是 uo 对 应 的 对 合 自 同 构 . 

# to = I, 则 uo = u, 命题 自然 成 立 . 

# to Z I, 则 只 有 下 述 几 种 情况 : 

1. Ar A 的 图 为 


1 2 I—1 l 


此 时 有 tolai) = aii 于 是 有 两 种 情形 . 
(i) 7 为 奇数 ， wo 的 根系 的 图 为 
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其 中 


1 I—1 
ok = s (ek +ork+1), 1l1<k< i 
1 


Qiy = Ql+1. 
5 P] 


BD uo 为 Citi. 
(ii) 1 是 偶数 .此 时 uo 的 图 为 


“i er 2 at ai 
e———------ o —s— oOa2Əə 
其 中 
a= TOP (<i <l. 
2 _ 2 
即 uo 为 Bu. 
2. Di: Di 的 图 为 
l—1 
2 1 
------ oe—oV 
l 
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其 中 


. 1 
af =o, i S 1-2, of = Żor + el). 


BP uo Æ Bi- . 
3. Es: Es 之 图 为 


故 tolai) = as, tolaz) = ad tolas) = as, tolas) = as. 于 是 uo 


的 图 为 


C6 a3 C2 al 
O——Oe—A 
I , , _ 31 + O5 / _ 92 十 Q4 
Qe = Q6，G3 = Q3, Q1 = 3 > Q = 2 


Bl uo Æ F4. i 

总 结 以 上 情况 知 wo 是 单 的 ， 

定理 1 设 t= t edo 是 紧 臻 半 单 李 代 数 u 的 对 合 自 同 
ËJ, to 是 正则 对 合 自 同 构 ， uo 是 对 应 的 正则 特征 子 代 数 ， IT 
W = Mpo 分 别 为 u, uo 的 素 根系 ， 则 Ho 满足 : 


(o4, Ho) = 3; (ak, Ho) = 0, k > 1: (X, Ho) < 1. 
# a Z a, MJ t to HRA BA yE Adu E yty = to. 
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证 若 ad Z ai,， 即 ila -+ to(o1)) = o1. 故 tola) £ o1. 


但 tolai) € IL. 不 妨 设 tolai) = az. 此 时 有 to(az) = oí. 于 是 


t(z.a) = 一 Ya2， (Zoo) = 一 Zal， 
t(Ta) = Ta; i> 2. 


取 y HH F: 
Y(ai) = Qi, 
Y(Z+o,) = —T+o 
7(Ztai) = Tta; > 1. 
TES y l= y. H 


Yyty(ei) = t(ai) = tolai); 

yty(z.,) = yt(—za,) = Y(za,) = Zo, = tora; 
Tt7(zas) = yt(za,) = y(—za,) = Za = tozas; 
yty(z<=,) = Ta; = tozo,, 1 > 2. 


大 yty! = to. 又 YE Ro, ik y € Adu, BI t 与 to PS E388. 


HE X) = mio tB m = 1 BË m. = 2. 


总 结 以 上 结论 知 toeMi Ho 中 Ho 的 选取 可 分 为 两 种 类 型 ， 


1. eadHo =], 


2. ew Ho Z |, 此 时 可 选择 Ho 满足 : 


1 
al = ot; (a, Ho) = zi (ak, Ho) = 0, k > 1. 
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3.13 ” 实 表 示 论 的 定理 
3.13.1 关于 复线 性 空间 的 链 
设 V 是 R 上 的 线性 空间 ，VS R V 的 复 化 ， 即 
VC = [zi + ¿z2|zi, z2 € V). 


VO RRRA o: zí + iz2 一 r — izz 叫做 由 下 决定 的 +m. 
WA 2 = o(z). 于 是 有 

(1) o 是 VC 上 半 线 性 变换 ， 即 c(az + 8y) = aollr) + 
Bo(u), EP a,8 € C, z, € V°. 

(2) o2 =I. | 

(3) z€ V SHER Z = z. 此 时 称 z 是 一 个 实 向 量 . V 
称 为 VC 的 一 个 链 . 

(4 W y E V 的 一 个 线性 变换 ， 则 自然 地 可 扩充 为 VC 
的 线性 变换 . 

YT1+ir2) = y(z1) + iy(z2), £1, £2 € V. 


对 VC 的 一 个 线性 变换 y, 可 定义 了 如 下 F= oso, 即 5 = 
yz. 车 y = %, 则 称 y 为 实 变换 . 

显然 y 是 实 变换 当 且 仅 当 yo = oy. 

(5) VO 的 线性 变换 y 是 实 变换 当 且 仅 当 > 是 V 上 一 个 
线性 变换 的 扩充 . 

引 理 1 RV ERREZA. o 是 V 上 半 线 性 对 应 ， 且 
o? = I. W| (z + o(z)|z € V) ËR V 的 -~ 个 链 ， REV 中 决定 
BU tsk E o. 

证 V 可 自然 地 看 成 及 上 的 线性 空间 ， 记 为 VR À 自然 
地 视 为 VR 上 的 线性 变换 . 由 co2 = I, 故 o 是 对 合 的 ， 故 有 

VR = VW4V-, Vy = {z € VR|cr = +z). 
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若 ZE 从, 则 由 cliz) = —iz £ iz € V. # x € V_, ij 
o(iz) = iz, 即 ¿z € V}. 因而 VV = iVa, 克 VR = V, +i, 
由 此 可 得 dim VË = 2dim V}. # dimp V} = dimc V. # V, 
E V 的 一 个 链 . 而 (z+ o(2)|z € VR) C Vi 且 维 数 相 同 . 故 
V, = (z + o(z)|z € V]. 设 相应 的 共 辆 为 o', 则 


ao'(zl + iz2) = z1 — izə = o (x1) + o(iz2) = o(zji 十 这 ?2)， 


帮 o! = o. n 


3.13.2 ” 紧 致 李 代 数 的 实 表 示 


设 4 是 紧 致 李 代数 ，V 是 一 个 实 线性 空间 ，p : z 一 p(z) 
Eu 在 了 上 的 一 个 线性 表示 ， VS R V 的 复 化 ， 则 对 任何 
z € u, p(z) 可 自然 地 扩充 为 VC 的 线性 变换 ， 故 得 到 u 在 VC 
上 的 一 个 表示 ， 记 为 (p<, VO), 称 为 (p, V) 的 复 化 . 

实 李 代 数 g 的 复 化 gÇ 的 表示 (o, V), 也 简称 为 g 的 复 表 
示 , 仍 记 为 (p, V). 

定义 1 紧 致 李 代 数 4 的 实 不 可 约 表示 (p, V) 称 为 第 一 类 
型 的 , 车 (C, VC) 亦 不 可 约 . 否则 称 为 第 二 类 型 的 , 即 (p<, VC) 
HH. 

命题 1 设 (p,V) 是 紧 致 李 代数 + 的 一 个 复 不 可 约 表示 . 
MEB u 的 实 不 可 约 表示 (oo, Vo) 使 得 (o, V) = (p8, VE) Z 
充分 必要 条 件 是 存在 V 上 的 对 p 不 变 的 非 奇 异 的 对 称 双 线性 
型 . 

证 # (p, V) = (eÇ, VO). 因 (po, Vo) 是 实 不 可 约 表示 ， 
H H. Weyl 定理 有 Vo 上 的 正定 二 次 型 (zx, y) 对 po PÆ. Bm 


(polu)z, y) + (z, po(u)u) = 0, Vr,y € Vo, u € u. 
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igi 


Vo 上 的 二 次 型 可 自然 地 扩充 为 V = VC 上 的 二 次 型 ， 
(zi +iz2, Yı +iy2) = (zi, 3⁄1) — (z2, Y2) +i(z1, y2) +i(z2, 1⁄4). 
易 证 此 二 次 型 对 plu) = pf (u) 是 不 变 的 ， 即 

(of (u)z, y) + (z, po (u)y) = 0. 


故 (p, V) 有 不 变 的 非 奇 异 双 线性 型 . 
反之 ， 若 (p, V) 有 不 变 的 非 奇异 双 线 性 型 (x, y). 由 H. 
Weyl 定理 知 (p, V) 还 有 正定 不 变 Hermite 型 H(z, y). 
EXV 到 VV 的 有 映射 o, 使 得 H(z, y) = (z, oy). 容易 验 
证 
(z, oyi + y2)) = (z, o(Yy1) + o(y2)), 
(z, o(ay)) = (z, &Go(u)). 


#k c 是 一 个 半 线 性 对 应 . 而 且 对 任何 4€ u, 有 


(z, op(wWy) = H(z, p(u)y) 
=—H(p(u)z, y) = —(p(u)z, oy) 
= (x, p(u)oy). 


即 op(w) = p(u)o. < 


p(z, y) = (z, °y) = H(z, oy), 


W 


ylplu)z, y) = H(p(u)z, oy) = —H(z, plu)oy) 
= —H(z, cplu)y) = —y(z, p(w)y). 
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于 是 (z, y) 亦 为 V 的 一 个 对 p 不 变 的 非 奇异 双 线 性 型 ， 由 
(p. V) 不 可 约 性 ， 及 线性 表示 的 一 个 定理 (参看 [34] 的 第 一 章 
”87 命题 3) 知 


pr, y) = c(z, y) Wp (z, o2y) = c(z, y). 
于 是 o2 = c [I Z 0. 而 


20-17) 


H(z, z) = (z, oz) = (z, o 


1 


= c(z, o ir) = c(a lz, z) 


=cH(olz, ol). 
ü H(z, z) 
z, £ 
H(o-1z, c-1zx) > 9. 
令 of = ko, W| o? = 1. BR pluo = plu). AM Vo = 
{z+azlrze 太 是 的 一 个 链 ， 而 且 


c= 


p(u)(z + o'z) = p(u)z + p(u)o”z = p(u)z + o p(u)z € W. 


Ék Vo 在 pelu) FRÆ. $ po = plv, W (p0, Vo) Æ u 的 一 个 实 
表示 . HB (oç, Ve) = (p, V). (p, V) 不 可 约 . 故 (po, Vo) 不 可 
约 . 大 (po, Vo) 是 第 一 类 型 的 . 口 

3 引 理 2 设 (o, V) 是 紧 李 代数 的 第 二 类 型 的 不 可 约 表 
示 ， 即 (pF, VS) 可 约 ， 则 3 V, c VS 使 得 


Ve = Vi, 


其 中 V, V, = cV, 是 pe 的 不 可 约 不 变 子 空间 . o VEVE 
rp Agtt. 
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证 设 仍 是 VC 的 一 个 不 可 约 不 变 子 空间 MU V, = cV, 
变 为 VC 的 一 个 子 空间 . A pC(u) 是 plu) 的 扩充 ， 故 


pE (ujo = opf (u), Vu € u. 


故 po (woVi = op? (u) Vi C oV. 故 V, 亦 为 pE 的 不 变 子 空 
间 . 车 V, 可 约 , 则 有 V; Z O, V, c oV 使 得 pe(wu)V2 C V2. 故 
有 


p° (u)oV; = op (WV C cV C cV, = =, 


即 oV: 是 Vi 中 的 真 不 变 子 空间 , 这 是 不 可 能 的 , Wk V, 亦 不 可 
约 . 
令 
V' = W +V, W = fz + oz|z € Vi). 


显然 Vo C V, 而且 对 任何 weu 有 
plu)(z + oz) = p° (wr+or)=p (u)z + op (u)z € Vo, 


即 Vo 是 不 变 子 空间 , 8k Vo = V. X W € V!. & VZ C V', 
即 VC =W 又 矶 站 页 亦 为 不 变 子 空间 ， V, V, 不 可 约 . 故 
vn V. = {0}. 因而 

Ve = V+. 口 


引 理 3 (ou Vi) (oz, Vo) 是 4 的 两 个 实 表示 ， 且 
(pf ， Vv) = (e$, vz), 


W (ou Vi) 与 (02, V;) 等 价 . 
证 E o A VÆV = V pii. MH 


V; = (z + ciz|z € V), of = p. 
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令 y(r + oiz) = z+ oəz. N y Æ V A V ETARE 
Kk. 又 


ypi(u)y 1(z + 027) 
= ypi(u)(z + siz) = y(pf (Wz + oipr (u)z) 
= pF (wr + 02pF (u)z = p$ (u)z + 02p8 (u)z 


= po2(u)(z + oc27). 


故 palu) = ypi(u)y l, BM (oi, Vi) 与 (p2, Va) 等 价 . 
我 们 知道 ， 若 (p, V) 是 李 代 数 8 的 一 个 线性 表示 ， 则 可 定 
义 g 在 的 对 偶 空 间 V* 上 的 一 个 线性 表示 (p*，V*) 为 : 


(o*(u)f)(z) = -f (plu)s), u € g, f € V*,z € V. 


此 表示 称 为 (p,V) 的 对 偶 表 示 . 

特别 ， 若 (p, V) 是 紧 李 代数 4 的 复 表示 ， A = (A) ZJ p 
之 权 ， 则 -A = {一 和 为 p* 的 权 . 

命题 2 KAFRA u 的 复 不 可 约 表示 (p', V') 是 4 的 一 
个 第 二 类 型 的 实 不 可 约 表 示 (p, V) 的 复 化 的 分 量 ， 当 且 仅 当 
(P, V) 不 容许 非 奇异 不 变 对 称 双 线 性 型 . 

证 先 证 必要 性 . 设 VC = V'+VI, 其 中 V! = oV'!, 而 且 
pclv =p. 车 (p,，V') 有 不 变 的 非 奇 异 对 称 双 线性 型 (x, y), 
MWE V 的 一 个 链 Vo 在 p' FA. plv = po. 故 (po, Vo) 是 
实 不 可 约 表示 . H (p8, VO) = (p, V”). 

显然 ，oW C V', B oV 亦 为 实 空间 . dimroVo = 
dimc V’. 故 oV 亦 为 V! 的 一 个 链 . B Yu € u # 


p° (WoW C op? (u) Vo C cV. 
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#k Vo = oVWo 在 pe FASE. gk Vo + V 是 VS 的 一 个 链 ， 且 在 
PC 下 不 变 . $ po = Pln 于 是 有 pC = pS. 故 p 与 po 等 
价 . 但 po 是 可 约 的， 矛盾. Wk (o, V) 不 容许 非 奇 异 不 变 对 称 
双 线 性 型 . 

再 证 充分 性 ， 设 (p*, V*) 是 (P, VY 的 对 偶 表 示 . 令 


V 二 T 十 p = p e p". 


设 H(z, y) 是 V' 内 的 不 变 Hermite 型 ， 定 义 V 到 V” 中 的 
半 线性 对 应 o' 满足 : 


(o'(y)(z) = H(z, y), Yz, y € V'. 
$ o= o'@ ol, N Vz € V', y € V A 


o2(z+w) = (e'(a)+ ce" l())= oo (2) + a'a} (y) 
三 2 十 3. 


MA o? = I. Xw H(z, y) =< z, o'(y) >, 则 由 五 对 p 的 不 
变性 ， 有 


< p'(u)z, cg > + < z, op (uy >= 0. 
即 有 
— < z, p'*(u)o!(g) > + < z, op (wy >= 0, 
即 有 p*o' = c. W z€ V', y € V”*, WE 
p(u)o(z +y) = p(u)(oe'z + o'“1y) = cp(u)(z + y). 


即 
po = op. 
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显然 Wo = (z|oz = z) 是 V 的 一 个 链 ， MAE p TRE 于 是 


(p, Vo) 是 一 个 实 表 示 . 而 (P, V”) 是 (PC ve) = (p, V) 的 
一 个 子 表示 ， 且 (p，Vo) 是 实 不 可 约 表示 . ENFAN, RA 
V, # 0, Vi C Vo 为 不 变 子 空间 . 故 (02, VE) 是 (p, V) 的 子 表 


示 , 因而 与 (p, V) 或 (p*, V”) 等 价 ， 故 不 可 约 故 (p, Vi) 是 
第 一 类 型 的 . W l, VE) = (W, V’). 故 o, V!) 是 第 一 
类 型 实 不 可 约 表示 的 复 化 ， 因 而 有 不 变 对 称 双 线 性 型 ， 矛盾 . 

于 是 (p, Vo) 是 实 不 可 约 表 示 . 其 复 化 可 约 ， 不 可 约 分 量 之 一 


是 (o, V). 口 
我 们 忆 及 ，p 是 复 半 单 李 代 数 g 的 不 可 约 表示 ， 其 首 权 为 
A. 则 任 一 权 入 可 写成 和 = A 一 a 一 … 一 0i,, Qi; ERR. s 


称 为 和 的 层 数 . 于 是 p 的 权 系 卫 = TIuZIU.…UDD E Æ p 
的 层 数 为 s 的 权 的 集合 ， TRA p HAE, AT 表示 之 . 


而 且 有 
= Y Yo Ña 


ach 


其 中 Aa = ZER; ya = T (Pa), 而 pa 是 首 权 A 满足 


^a = 1; Aa= 0, 6 Z e 


的 不 可 约 表示 . 

由 表示 论 的 理论 知 (o, V) 容许 非 退 化 不 变 双 线 性 型 的 充 
要 条 件 是 p == 广 . en [34].) 

由 此 即 可 得 下 面 结 果 . 

命题 3 一 个 半 单 紧 致 李 代 数 的 复 表 示 (p', V) 是 第 一 类 
型 的 复 化 的 充 要 条 件 是 (p',，V') 满足 ; 

(1) p sp 

(2) T(p') = 0 (mod2). 
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3.14 ”正则 特征 子 代数 的 表示 


W u 是 紧 致 单 李 代 数 ， t 是 一 对 合 自 同 构 ， 相 应 有 分 解 
u= u +V. u 是 特征 子 代数 ， adulv = advui 是 ua 的 表 
示 . 4 的 Killing (, ) 在 V 上 的 限制 为 此 表示 的 不 变 内 积 ， 称 
为 Cartan 判别 式 . 

定理 1 设 u 是 紧 臻 单 李 代 数 ，t 是 一 对 合 自 同 构 ， 相 应 
有 分 解 4 = wi +V, ui 是 特征 子 代数 ， 则 aduilv = advuil 是 
u 的 不 可 约 表示 . 

证 EPA, MV 有 分 解 耻 = Vi +W. Vi, V 都 是 ad vui 
的 不 变 子 空间 , 而 且 在 Cartan 判别 式 的 意义 下 互相 正 交 . 由 于 


([X, Y], Z) + (X, [Y, 2]) = 0. 


AR X € V,, Y € W, Z € uj, WA (X, [V, 2]) = 0. 故 
(IX, Y], Z) = 0. 但 [X, Y] € u. Bik [X, Y] = 0, Bp 
[Vi, V2] = 0. 

$v = Vi ++i, Vi]. 则 由 


[uui] =u, W] + [V1 Vi] + [WW 
C Vi + [V Vi], 
[u, [V:, vijl = [Vi [u, V.]| 
C V, vil, 


知 [u, w] C u/. BP u 是 4 的 理想 , 但 WwWCui 十 并 Cw 这 与 4 
是 单 的 矛盾 W ad vui 是 ui 的 不 可 约 表示 . D 
由 于 adyui 是 ul 的 实 不 可 约 表 示 ， 故 对 它 的 分 类 只 需 决 
定 它 的 类 型 及 复 化 后 不 可 约 分 支 的 首 权 . 
设 上 = toesd4, to 是 正则 对 合 自 同 构 ， 对 应 的 正则 特征 子 
代数 为 uo. H € bo = uo 1 b. u 是 寺 对 应 的 特征 子 代 数 ， 因 为 
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tp = tolh, 所 以 有 
bo = uo N h = {x € b|toz = z} = {x € b|tz = r} =ui 1) b. 
又 对 modh 标准 Wey! Æ {za} 有 
toXa = Xna = Xia. 
以 a 表示 a 在 ho 上 的 诱导 ， 则 有 


1 
(H, Qk) = D61k, ak € II. 


故 有 
tXs = Xia. 


W u= utn. $ A1, As 分 别 为 表示 aduu ady u 的 
RE. a 二 alpo. A; = {a € Ajd € Ai}, 仍 将 >=, 表示 为 a. 
我 们 有 下 面 结 果 . 

引 理 1 (1) WR acA, Hæ Za, Hj aec ANA; 

(2) 如 果 a€A,a = o, B t(X,) = Xa, N a € Ai; 

(3) 如 果 a€A,a = o, B t(£a) = —za, Ni] a € A2. 

证 WẸ H Ebo, Wh (H, o) = (H, a’), ad = tla) 有 


[H, Xa] = 2mi(H, a)za = 2mi(H, o')zo, 
[H, t(£a)] tlt-!H, za] = 2ri(t™1(H), o)tz, 
= ilH, t(a))tz, = 2mi(H, t(o)')tzs 
= 2mi(H, atza. 


因此 
[H, za + t(za)] = 27i(H, o!)(za tza). 
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# e Z o”, W| t(a) = tola) Z a, 所 以 za 士 Hza) Z 0. 因为 
Ta € UF, t(za) € ul), A za 土 t(za) 都 是 uc 内 的 权 向 量 ， 其 
RA a. H z. +t(z<) € uC， Za 一 此 Za) € ve, H a € ANA. 
如 果 a = o”, W| t(a) = tola) = a. t 是 对 合 自 同 构 ， 故 
有 t(za) = Eza. Æ t(za) = ze, W] Ta € úC Bl a € AL. 车 
t(za) = ~za, 则 zr, € VC， 即 a € A,. D 
# 1 令 Ao= ANA, A= A \ bo, A, = A>sNAo. 则 


Ao = —_ Ao; Ac = —Ac; A, = _ A,.. 


证 事实 上 , # o € Ao, 则 -a € Ao; 车 a € A, Wi 
—a' = (—o)' € Aj, k -a = -a € Aç; # c € An, Mi 
— = (~a) € A}, W —o! = —a € An. g 

由 此 我 们 可 将 u 的 根系 分 为 三 类 : Ao = A, nA; Ac = 
Ar \ Ao 其 中 的 根 称 为 RHR An = A2\ Ao 其 中 的 根 称 为 非 紧 
致 根 . 

系 2 W u= u + MW, IM) uC 中 有 适当 的 基 (ok, za), 使 
得 

(1) a€ Ao FF, w 中 有 
(Za — Z-a) + t(za — 2-a), ¿[(za + z_ a) + t(za + z_<)|, 

V, pA 
(za 一 Z-a) — t(za — T-a), š[(za + Ta) — t(zo + rT-_a)l; 

(2) ac Aç BF, 有 Za T-a, (Za + ta) €u; 

(3) o € A, BF, # Ta — T-a, iffa +z-_a) € Wi. 

证 可 在 uc 中 选 一 组 适当 的 基 {ak ta}, 使 得 ze — Ta 
i(Za + Z-a) € u. 因此 ， 上 述 结论 成 立 . o 

R3 (1) 车 t= to 是 正则 对 合 自 同 构 ， 又 ak € H HJ 
ok 是 正则 特征 子 代数 uo 的 根 . 
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(2) Æ t= toet, t(H) = H, t = to 是 正则 对 合 自 同 
Ë, ua 是 对 应 的 特征 子 代数 ， M) a, € An, ak € Ai 大 > 1. 

iF (1) 此 时 即 为 3.2 的 命题 1. 

(2) 根据 3.2 末尾 的 所 述 的 第 二 类 型 ， 有 aa = o. W 


toi = o, = oy, B 
; , . 
t(zo,) = toe”? H (Ta) = emi, atoza, = eT Tar = 一 Yal ， 


故 由 引 理 1 知 ad € As5. W oa EAn X k > 1, (H,a,) = 0, I 
tza, = Zap, BÑ ai Z ak. W a, € A1, B o, Æ u 的 根 . 口 
定理 2 k u 是 紧 臻 单 李 代数 ， 如 是 正则 对 合 自 同 构 . 
uo 是 对 应 的 正则 特征 子 代 数 . o 是 u 的 首 根 . 则 除 4 = Am 
外 ， P EÈ Aduouo WHR, H ¿e Ac. 
证 H 3.2 的 命题 2 知 uo 也 是 单纯 紧 致 的 ， 车 to = 了 WI 
uo =u, d = ó. 定理 自然 成 立 ， 对 to Z I, WE u = A, DL, 或 
Eş. 
u = Åm 时 ， to = Bn. 


@ = o 十 G2 十 … am, 


p = 2(a + Hahn). 


此 时 ， 不 是 uo 的 首 根 ， 即 adi uo 的 首 权 . 
u = Å2m-1 时 ， uo = Cn. 


$ = o + a +- + Am1, 
p = 2(0 + + ahn) + am- 


而 o RA uo 的 首 根 ， 即 ad uouo 的 首 权 . 
u= Di #F, uo= Bi. 


ó = ai + 2o2 + :: + 2a- + a1 + at, 
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而 
Q = a +2laz + ag + + arg + aia) 


即 为 uo 的 首 根 . 
u = Ee HJ, uo = F4. 


@ = a + Gs + 2(az + a4) + 3a3 十 2a6， 
Q! = 2af + 4ah 十 3as + 2ag 


B uo 的 首 根 . 

4 u Z Azm 时， @ EAL X # = ó. #& ó € A... 口 

现在 转 而 求 不 可 约 表示 ad muo, to = I. 此 时 Vo = {0}. 故 
为 平凡 表示 ， 故 只 需 讨 论 to Z I, B| u = Azm，Azm-1，D1, 及 
Es 的 情形 . 为 此 ， 先 引入 下 面 定义 . 

定义 1 设 (p, V) 是 紧 单 李 代数 u 的 第 一 类 型 的 不 可 约 
表示 . al，a2，.…，oaii ó 分别 为 4 的 素 根系 与 ó 的 首 权 ， 在 
u 的 Dynkin 图 中 添上 表示 一 9 的 点 及 其 与 Qi 的 连 线 的 图 称 为 
(p,V) 的 扩充 图 . 

以 下 用 y(u) 表示 u 的 第 i 个 基本 表示 ， Wu) 代表 最 高 
KA Yi(u) 的 最 高 权 的 大 倍 的 不 可 约 表示 ， 等 等 . 

定理 3 (1) u= Am, ad yuo 是 表示 2 (B;,.). 

(2) u= Azm-1, adwuo 是 表示 Y2(Cm). 

(3) u= Di, ady,uo 是 表示 1 (Bi-1). 

(4) u= Es, ady,uo 是 表示 y (Fa). 
H ad vouo 都 是 第 一 类 型 的 . 

证 欲求 表示 ad vouo 的 首 权 , 只 要 求 出 A: 内 的 最 高 根 . 

首先 我 们 考虑 u 的 伴随 表示 ， 由 于 u 单纯 ， 故 adu 不 可 
约 . u 的 首 根 o 即 为 表示 的 首 权 .表示 空间 为 4, 它 由 形 如 


ad X-a; ad X.a; ad X-a, Xó 
11 12 1s 
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(ai € I, X, € W) 的 向 量 所 产生 . 车 加 = ó — a, 一 … 一 am 
是 一 个 根 ， 则 po 可 以 从 p 逐步 减 去 一 个 素 根 得 到 ， 朋 每 次 的 
差 仍 为 一 根 . 
其 次 ， 设 4D) =h, P = I. 则 有 
t(Xa) = vaXia, t(Xg) = vaXipg, 
[Xa, Xgl] = Na BXa+p, 
Vavp[Xt(m), Xeo] = Naput(atp) Xiatp)’ 


1 
Viatp) = 页 一 epAtatp)， 


aß ， 

特别 地 , Æ t= to, H t(o) = e; t(8) = 8, MJ va = ug = 1 
得 ve+8e=1. ERI, 车 a, Be A. a + B € A, M w + B € A. 
又 车 已 知 $ EA. ai € Ac, ó — ai € A, R o-a € Ac. 

最 后 可 确定 从 少 出 发 利用 逐次 减 去 素 根 的 办 法 得 到 As 的 
最 高 根 $0 = ó—o;, 一:… 一 Qis. 车 ai ..., Gi, € Ac, Qi, € Ao, 
H o-a € A, WA (Q, ai) Z 0, 故 在 的 伴随 表示 的 扩充 图 
中 -9g 与 Qi 连接 . 由 一 aaa — Qi, € A, 则 (ó, Qiz), (os, Qiz) 不 
能 全 为 0. 故 ar 与 { 一 加 ai 连接 ，……， 故 { 一 办 aa， Qi} 
是 一 个 连通 支 图 . po 是 A: 的 最 高 根 ， 则 这 个 支 图 必须 是 最 
小 的 ， 且 ai € Ao. 由 此 可 求 得 m 与 由 HH F. 

1. u= A If, H ọ = a+ a: +- +a, (é, 01) = 
(é, œ) Z 0, ($, ai) = 0, 2 < ¿ < 1 一 工 知 其 伴随 表示 的 扩充 图 


toai = aiii. 这 时 又 分 两 种 情形 . 
(i) 当 1= 2m 时 ， 因 为 


岁 =2(aa 十 十 ao 和) 


不 是 uo WAR. k o € A;, 因此 po = o, p= Wr， 因而 此 时 
ad vouo 的 扩充 图 为 


am Am- az a -$0/2 


即 ad wuo 是 表示 2(B,,). 
(ü) 当 4=2m 一 1 时， 最 小 支 图 (—, a}, po = ó — o. 


0 = 0 + 2(02 +-+: + am) 十 am 


ad wuo 的 扩充 图 为 


即 ad yuo 是 表示 yo (C;,). 
2. u= Di 时 ， 伴 随 表示 的 扩充 图 为 
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ọ = a; + 2a2 +-+ + 2o + a +a 最 小 支 图 是 
{—$, a2, Gs, ..., Qi-2, @-1f, 
于 是 bo = oí 十 aa +: +a ta, 故 
Po = a1 + az +- + a + ajr 


于 是 adyu 的 扩充 图 为 


ra 
aj- l-2. a2 al ELA 


即 adyuo 是 表示 y (B, 1). 
3. u= Es 时 ， 伴 随 玫 示 的 扩充 图 为 
1 2 3 4 5 


-9 
$ =a; + os + 2(o2 + aa) + 3a3 + 2a6, 最 小 支 图 为 
(—@, as, a3, aa), 
于 是 ġo = al + as + 2o2 十 2a3 + a4 + a6, 故 
0 = 2a} + 30% 十 2a3 + a6， 
ad vyuo 的 扩充 图 为 


104 


即 ad yuo 是 表示 Ai (F). 
对 以 上 情况 ， 有 p= p*, T) 分 别 为 4, 2- 1), 20 — 1), 
16. 故 adv to 均 是 第 一 类 型 的 不 可 约 表 示 . D 


3.15 ”第 一 类 实 单 李 代数 


实 单 李 代数 按 其 复 化 是 否 为 单 李 代数 可 以 分 为 两 种 类 型 ， 

定义 1 实 单 李 代数 g 的 复 化 g° 为 复 单 李 代 数 ， 则 称 g 
为 第 一 类 实 单 李 代数 , 否则 ， 称 为 第 二 类 实 单 李 代数 . 

设 实 单 李 代数 g 的 复 化 g° 的 紧 致 实 形式 为 u, 则 g 为 第 
一 类 实 单 李 代数 当 且 仅 当 + 是 紧 单 李 代 数 . 因而 ， 研 究 第 一 类 
实 单 李 代 数 ， 只 要 讨论 紧 单 李 代数 的 对 合 自 同 构 . 

Ru 是 紧 单 李 代 数 ，9 为 其 Cartan 子 代数 . A, II 分别 
为 根系 与 素 根系 . 其 首 根 为 : 


$= >` moə(o)o. (3.5.1) 
CaEII 
u 的 任 一 对 合 自 同 构 ， 在 共 斩 意 义 下 可 以 写成 
t 一 toead 卫 . (3.5.2) 


其 中 to 是 正则 对 合 自 同 构 . H ebo = {H e blto(H)= H). 
对 aeA, 记 aa = alyp, 则 五 还 可 进一步 限制 使 得 它 满足 
下 列 条 件 ， 可 找到 某 个 a € 11, 满足 


o = c, 
{ mala) =1 或 2 (3.5.3) 
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对 此 a, 有 
1 
(H, a) = z (H, 6) =0 B e HX {a}. (3.5.4) 
以 下 IP, An Ao, A1, A5, Ao, A An 等 均 如 3.4 中 所 述 ， 如 


do = 5 rdo(a)a (3.5.5) 


CEII 


为 A: 内 的 最 高 根 ， 以 


的 = ` PACA (3.5.6) 
agl f 
为 不 可 约 表示 的 ad vouo 的 首 权 . XS 
é = >` my (oa. (3.5.7) 
a'e 


引 理 1 BR to Z I, 则 有 下 列 结论 : 

(1) 0< Ty (o) < myla) < Ta (o) +1, 

(2) # a 满足 (3.5.3), M ry (a) = 1, 

(3) 2r (o) - mi, (o) > 0. 
而 且 当 a 满足 (3.5.3) H mela) = 2 时 等 号 才 成 立 . 当 mela) = 
1 时 ， 2ra (o) 一 my (o!) = 1. 

证 H to ZI u R862J A, D, 与 Es. 而 且 满足 (3.5.3) 
式 的 a 只 能 是 A2m-1 中 的 Om; Di 中 的 on, az, ..., Qi-1; Ee 
中 的 as. 在 3.4 已 算出 与 oh 


Am-1: $=2(0 t ahi) Fam 
po = o), +23 + `: ` + om) + am 
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D: g =o+ (o2 + + ol-2 + aj) 
$, = or +a +- + oI + Ol, 
Es: ¢' = 2o,) + 4o5 + 303 十 2a6 
po = 2a} 十 3a9 + 263 + ag 


比较 #' 5 的 的 系数 就 可 以 看 出 引 理 成 立 . 口 

命题 1 W to Z I, u X (3.5.2) 中 的 特征 子 代数 . 
a € II, 满足 (3.5.3). 给 定 a} 一 个 次 序 记 为 {02,.…., oh}. 
M) (oy, .…，Q%， Oo] 是 u 的 一 组 素 根系 . H ad viu 的 一 个 
不 可 约 表 示 的 首 权 是 一 a-. 

证 由 3.4 51g peN, E pa. 

# B Z B, W| 8 EANA BJ) 8' EAL 

若 8 = B, H 


t(Xə) = toead H Xa = toe?” P) Xg = Xa, 
得 Be Ay BBEA. 


X po € A, T ó) Æ ó. %& ó) € A1. BP {a}, ..., 0h, —4) 
均 是 的 根 . 又 w = a (H, a) = 1. t 


t(Xa) = toe™ X, = 一 At(a) = -Xa 


故 a 与 -a HE adyu 的 权 . 
X rala) = 1. Wk oy, ..., ay -9% 是 线性 无 关 的 . 故 
只 要 证 明 ， 对 任 一 p'e A1, 都 可 用 os, ..., ah o 线性 表 
出 ,而 且 系 数 或 全 非 负 或 全 非 正 . 为 方便 计 以 ai 表示 a. 则 对 
Pe A1, 有 
有 = (nai 十 ma2a2 +- + moai), n; > 0 整数 . 
# n = 0, 则 无 须 证 明 ， 
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# n = 1, 由 BE At, 8 8 € A) = Ao U A,. 此 时 分 两 种 
(1) 8€ Ao, 则 O 亦 为 u 的 表示 ad yuo 的 权 . 
(2) # 8 € Ae WJ O = B, t(Xa) = Xa. HF ni = 1, KA 
Xa =t(Xp) 
二 eTil, H)to(Xa) = e2"i(o, H)to(Xa) 
= —to( X5). 
帮 8 亦 为 w 的 表示 ad wuo 的 权 ， 而 的 为 此 表示 的 首 权 . 故 
有 
8' = (po — s104 一 … 一 SAQA)， 
其 中 0 < sk < rg (oi), 由 ry (e) = 1, Ék s: < 1. 
3 sl = 0, 显然 满足 所 需要 的 条 件 . 
# sl = 1, 则 


p= BIAS i ) — s )o; 


i=2 


也 满足 所 需要 的 条 件 . 
# ni = 2, H mi < my(oa!) 及 条 件 (3.5.3) 知 me (er) = 2, 
即 mela) = 2. 此 时 有 


B' = +(@# 一 sliad 一 … saai), 


其 中 si > 0 整数 ， 且 si < myg(o4). H n = 2, mgla’) =2, R 
Q4，.….，Q4 的 线性 无 关 性 ， 知 sl = 0. 即 有 


8 = +(# 一 s20 moe :一 syah). 
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À 
又 由 引 理 1 之 (3) 知 #' = 2#, — Y tial. k 
?一 2 


À 
8 = + (Ze 十 si)ai — >] . 
1=2 
综合 以 上 知 (os, ..., ah po) 是 ua 的 一 组 素 根系 . 
现 证 -a 是 ad vu 的 首 权 . 显然 , 对 于 素 根 系 {a}, .…., ol, 
一 各} 是 正 权 ， 故 只 需 证 明 一 a 十 oh, -a — po 均 不 是 ad cui 
的 权 . 
车 -a+ah 是 权 ， 则 必 为 A 内 某 根 的 诱导 . 由 3.2 的 引 理 
2, 有 : 


À 
-a+ap =+% sia, Si>0, oad =a. 
n 


由 e, o, ..., a4 线性 无 关 ， 故 知 1 土 s1 = 0, 一 1 土 sk = 0. 故 
s Sk 中 有 一 个 为 —1, FA. 因而 一 a 十 ox 不 是 权 . 

车-a 一 向 是 权 , Ha, 90 € A3, W -a — ó E A;. 但 
do 是 AY PRRI. 故 a+ é A9, BD -a g g AS. E 
AY = AV'UAY = AV UAd', # a- oh Z AP, At —a— oh € 
A3 \ A0 = An 于 是 -a — po = —(a + po) = —(a + ġo). 即 
ta + po) =a + po, WK t(@o) = ġo. 这 与 万 go) Z Bo 矛盾 . 故 
—a — ó, FER. 

注 从 正则 特征 子 代数 的 扩充 图 也 可 看 出 -a — é 不 是 
根 ， . 

从 此 命题 可 以 确定 to 关 了 的 所 有 ur 的 结构 如 下 : 

Azm. H = {a1, ..., Qm}, tai = Qo2m-i+1， 故 无 a; 满足 
ta = a, 因而 t= to 只 有 唯一 的 uo. 扩充 图 为 
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Azm-1: Wo = Cm, 表示 T2(Cm). 图 为 


- 
此 外 还 有 
Q = Qm, UW 一 Dm, 表示 是 yDm). 


Di: uo = B1, 表示 为 (B1), 图 为 


此 外 还 有 


e =oe;, 1 <1 < 1— 2, 
u; = B; x Bi-i-1, 


表示 41(Bi) x zi (Bir -1)- 


Es: uo = Fi, 表示 (Fa), 图 为 


此 外 有 
a = 06, u = C4， 表 示 Ya(F4). 

fB 2 W t = I. wu E t= eH 的 特征 子 代数 . 

(1) 车 a 满足 (3.5.3), (3.5.4) B mela) = 1. MJ HN {a} 
是 山 的 素 根系 ， 且 ad yeu 有 两 个 首 权 @ 5 —a. 

(2) 车 a 满足 (3.5.3), (3.5.4) HE mela) = 2. MJ (HA 
{QD U{~9} 是 u 的 素 根系 ， 且 advcu 只 有 一 个 首 权 一 a. 

证 [N to= I, ġo = 0. 

(1) mə(e) = 1, BD 


b=at+ P  mç(0)8 


Bell\{a} 
ui 的 任 一 根 几 必 可 写作 | 
Y = +(Š ky(8)2), ky(B) < me(D)， 
车 kyla) = 0, 则 无 须 证 明 . 
t(X;) = eri) X. = — Xy. 
故 y 不是 w WR. KI \ {a} E u, 的 素 根系 . 
下 面 证 明 -~-a, ó EKB. AA -atar ak € HN fo) 不 
是 u 的 根 ， 故 不 是 ad vtn 的 权 . 而 ó+ ak 亦 不 是 根 . 故 -ay ó 
均 是 首 权 ， 故 ad wu 是 第 二 类 型 的 . 
(2) mọla) = 2. 则 
ó =2a+ Y məe(0)6, 
za 
Y =+ k(6)8, ky(8) < mç(0). 


BEII 
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若 kyla) = 1, B| t(Xy) = -Xy 故 细 不 是 的 根 . 
# kyla) = 2, W (X) = Xy, Y Æ u DR. 但 此 时 有 


2a = 路 一 >` Myl 8)B. 


Da 
i 
ý =+ Ë 一 > mg(B)8 + >, ee 
Bxza 
=F É + > (me(8) _ sane) 
bta 


故 (HI\ {a})U {~4} E u 的 素 根系 . 

Ë] 一 $ — o, 一 a 十 ax HIPER. KTE adv ur WR. N 
而 -a 是 首 权 . a 

由 ranku, = ranku. 知 在 (1) 时 ua 有 一 维 中 心 了 . 由 命题 
2 可 得 到 t= ead 的 特征 子 代数 的 扩充 图 如 下 . 

1. A: $=aQi 二 +Q2 十 … 十 Qu 图 为 


W a = o;i, wi = T x Ahi-1 x Aii, KRA T x yi (Ai-1) x 


yı(ı-i). 
2. B: ġ= a0 + 2a 十 … + 204, 图 为 
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-9 


此 时 ， 有 


Q = Qi, w =T x Bıı, 


表示 为 T x (B-11); 
Qa=o, 2<i<1-1, 


ui = Bii x Di, 


表示 为 (Bii) x xY (D:); 


a=a, u = Di, 


表示 为 (Di) 
3. Ci: ó = 201 十 … 十 2Q1-1 十 ou 图 为 


此 时 ， 有 
Qa 二 Ql u = T x Ai RA T x yil) 
及 
e=; 1 <i <1-1; 
ui = Ciz X Ci, 
表示 为 (Ci) x v (Gi). 
4. Du é =a + 2oo +: +202 + -1 T G, 图 为 
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- 
t> 


i~i 一 少 


此 时 ， 有 
QA Ql, 
u = A xT, 
表示 为 x2(A1-1) x T; 
a = ai, 
ui = Di xT, 


表示 为 Y( Di-1) x T; 
a=oai2<z< /一 2， 
u; = D; x Di 
表示 为 yi (Di) x i (Di _;). 


5. Es: $ = o + a5 + 2(az + a4) + 3a3 十 2a6， 图 为 
1 2 3 4 5 


_ $ 
此 时 ， 有 
e= o, Gs,uíi = Ds x T, 表示 为 ys( Ds) x T 
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a = Q2,，Q4， Q6,U1 = 41 x 45， 表 示 为 m (Ai) x 373(45) 


6. FE: 四 一 al 二 2ao 十 3as 十 4a4 + 365 十 2a6 十 2a7, 图 


为 
一 少 6 5 4 3 2 1 
7 
此 时 ， 有 
Q&Q = Q], 
ui = Ee x T, 
y(Ee) x T; 
Q = Q2, Q6, 
u; = 41 x Ds, 
表示 为 71(41) x ~ye(De); 
a = a7, = 47， 
表示 为 Y (Ar). 
7. Eg: $= 2al 二 3a3 十 4a3s 十 5a4 十 6a5 十 4a6 十 2a7 十 3a8， 
图 为 
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此 时 ， 有 


G = ol, Ul = A X Er, 表示 为 (Ai) x xA ( E); 


及 
a = Q7, U1 = Ds, 表示 为 (Ds). 
8. Fy $= 2a + 4a: + 303 + 204, 图 为 
1 2 3 4 _$ 
e——e OM 
此 时 ， 有 
e = al)uUl = Ba, 表示 为 Ya(B4)j 
及 
a = oa, U1 = Ái x Cs, 表示 为 41(A1) x 373(C3). 
9. Gs: @ = 2a1 + 302, 图 为 
1 2 一 中 
o 
此 时 ， 有 


a = al u= À) x Ai, RRA (Ai) x yila). 
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3.16 第 二 类 实 单 李 代数 


前 节 讨 论 了 第 一 类 型 的 实 单 李 代数 . 下面 讨 论 第 二 类 型 的 
实 单 李 代 数 . 

定理 1 设 go 为 是 第 二 类 型 的 实 单 李 代 数 ，9 = 80 为 其 
复 化 ， 对 应 的 共 轿 为 o. 6, 是 g 的 任 一 单 理想 ， 则 有 


= g1 Do0(g1) 


为 g 的 单 理想 直 和 分 解 ， 且 g ~ olg). 

证 设 91 A g 的 单 理 想 . 于 是 o(g1) 也 是 单 理 想 . 故 gi 站 
clgl) = {0} 或 gı = o(g1). 若非 0, H o(9i) = g1, 3 gı N go 
为 go 的 理想 ，(g1 丫 go0)“ =g. go Ž, Akt gi Ngo = go. $ 
gF =p 与 go 第 二 类 型 矛盾 . Wk gi 六 co(g1) = {0}. 此 时 


o(gı Bo(g1)) = 8 Polg). 
于 是 (gi @o(gi)) Ngo 为 go 的 非 零 理 想 ， 故 为 go. 因而 有 
g = g: Bo(g). 


设 Xi, Xo, ..., Xn 是 91 的 紧 实 形式 giu 的 一 组 基 ， 故 
也 是 gl 的 一 组 基 . 于 是 有 


[Xi, X;] = Y Xr ck ER. 
自然 o(X1),o(z2),…, o(X:) 为 olg1) 的 一 组 基 ， 且 
[c Xi, c X;] = o ([X;, Xj;]) 一 cl(>， cE Xk) 


= 5 ` cË; 0( (Xk). 
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由 此 可 知 ， 由 
p (> oo = Y aio (X;), a; € C 


定义 的 p: p — olg) 是 同 构 映 射 ， 即 olg) =< gi. 口 
定理 2 设 go 为 是 第 二 类 型 的 实 单 李 代数 . 
1) 存在 go 的 容许 复 结 构 J, 即 J 满足 


H(X), J(Y)] = —[X, Y], 
J([X, Y) = [J(X), Y] = [X, JY). 
2) WREX go 与 C 的 乘积 为 
(a +bvV—-1)X =aX +bJX, VX € go, a, b € R, 


则 go 为 一 复 李 代数 go H go = gi. 
证 1) 设 g=g99. 由 定理 1 知 


9 = g1 四 ca(91). 
定义 了 如 下 : 
(Xi+ Xo2) = V-1Xi ~ V—-1X2, Xi6€ gi, X2 € o(g1). 


则 容易 证 明 
J? =-I, Jo = oJ. 


RD J 为 线性 空间 go 的 容许 复 结构 . 
W X = Xi+ X>, Y =Yi+Y;, XH: Xi, Yi € gi; X2, Yo € 
c (gi). H [gi, 0(91)] = 0. 于 是 有 


[7(X), J(Y)] = [V-1X,; ~ /-1X2ə, /—1Y, — V—1Y.] 
= —[x, Y]. 
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因而 


[X, J(Y)] = -—-[22x, JY] = [U x, Y], 
[X, J(V)] = [Xi + X;, V-1Y1 — /—1Y;J 
= /—1[X,, Y] - /—1[X>, Yz] 
= J[X1, Yı] +J[X2, Y>] 
= J([X, YJ). 
2) 首先 证 明 go 为 复线 性 空间 ， 只 要 证 
a(BX) = (a)X, Ya, LEC, X € go. 
it a=a+y ib, B= c+ / a, 于 是 
a(BX) = (a+ /-1lb) (eX + dJX) 
=a(cX +dJX)+bJ(ceX + dJX) 
= (ac — bd) X + (ad + bce)J X 
= [(ac — bd) + (ad'+ bc) —1]X 
= (aB)X. 
其 次 ， 证 明 go 为 复 李 代数 ， 只 要 证 明 


[aX, BY] = oB[X, Y] 
即 可 . 
[aX +bJY, cY + dJY] 
=ac[X, Y] + bd[J X, JY] + bc|U X, Y] + ad[X, JY] 


= (ac — bd)|X, Y] + (ad + bc)J[X, Y] 
一 (aB)[X, Y]. 
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因而 go 是 复 李 代数 . 
最 后 ， 证 明 go 与 gi FH. 
E Xi, z2, ..., Xm 是 go 的 一 组 基 .， 则 


Xi, T2, ..., Xm, JX, Jz>, +... JXm 
是 go 的 一 组 基 . 因而 {Xi 一 V-1JX;} 是 g1 的 一 组 基 ， 注 意 
到 
[X; — /-1JX;, X; — /<1JX;| 
= [Xi, X;] 一 J X;, JX;] 
=vV=1[Xi JX;] - /-1[JX,, X; 
= 2([Xi, X;] ~ V-1J[X;, X), 
可 知 go 与 gi FJ42. 口 
定理 3 设 g 是 一 个 复 单 李 代 数 ， 则 
go = g? 


是 第 二 类 实 单 李 代数 . 
证 由 1.1 的 定理 4 知 go = g“ 是 实 半 单 李 代 数 ， 且 有 正 
则 复 结构 J: 


J(X)= /-1X, VX € g(= g0). 


J 满足 
(X), J(Y)] = À—[X, Y], 


JX, Y) = J(X), Y] = [x, J(Y)J. 
显然 ， J 可 扩充 为 99 的 线性 变换 ， 令 
g = {X € g5 | J(X) = V-1X}. 
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由 
J([X, Y) = [J (X), Y] = vV-1[X, Y], vX € gi, y € nç, 


知 91 是 95 的 非 平 凡 理想 ， 即 gf 不 是 单 李 代数 . 
设 a 是 go 的 一 个 非 零 理想 . 则 a+ J(a) 是 g 的 ( 复 ) 子 空 
BJ. 而 且 J(a) = J([go, a]) = [J(go), qj =a. FË a = a+ J(a) 
是 g 的 非 零 (38) 理想 ， 因 而 a = g = go. 故 g* 是 第 二 类 实 单 
李 代 数 ， 口 
前 面 定理 说 明 第 二 类 实 单 李 代数 实际 上 是 将 一 个 复 单 李 代 
数 看 成 实 李 代数 , 因此 , 本 节 给 出 了 第 二 类 实 单 李 代 数 的 分 类 . 


3.17 ”分 类 定理 


本 节 将 完成 非 紧 实 单 李 代数 的 分 类 . 只 须 讨 论 第 一 类 实 单 
李 代数 的 分 类 . 为 此 先 证 明 两 个 实 表示 的 定理 . 

命题 1 紧 李 代数 的 实 不 可 约 表示 等 价 的 充分 必要 条 件 是 
它们 属于 同一 类 型 且 复 化 的 分 量 是 等 价 的 . 

证 必要 性 是 显然 的 ， 只 需 证 明 充 分 性 . 分 两 种 情况 . 

(1) 设 (P, Wi), (Pz V2) 是 第 一 类 型 的 ，7 : VE — VE 
Æ pF, pS 的 等 价 对 应 ， 则 

P3 = pt. 
从 PC = pç, # 
P3 = y pT = y yp Y Y. 

由 于 p8 不 可 约 ， 由 Schur 引 理 有 yy! = cI ( 纯 量变 换 )， 故 
7 = cy, 因而 


y = ĉ = čey. 


121 


Hj ec = 1. WR c = ei?. Sy = e y, 则 


二 一 2 _ _ ie 
2 


一 ig I 
y =e 2 y = cye 2 


=e6e2:y= y, 
即 y EKK. y: V + V. 显然 
=y ipy = e fy loye = ypy 
p =Y piy=e y pye? =Y piY. 


即 pi 与 o> 等 价 . 
(2) 若 (pi, Vi), (P2, V2) 是 第 二 类 型 ， 则 


VC = ViW, V£ = Wi 
H 
(o. VD = (ps, Vi), (Pr VD = (Po, V2)- 
AMA y: Vi — V 使 得 
= ypy. 
W 了: VC 一 VL 满足 
Pan — f I ZE Fad 
Yz = yz, z € V; yz =f, z EV. 


故 y (V/) = Va, y (VI) = V. Y 是 VE > VL 非 奇异 线性 映 
射 
WEWER Y =y. W z, y € WI, 有 


y(z+g) =Y(# +y) =Y (z+). 


XxHE— u € u, 自然 有 p2(u)y'z = y p (u)z, z € VI. & z € W 
则 


pa (u)y'z = palu)IE = pa (u)y2 = ypi(u)z = Y pi (u)r, 
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即 有 pa = yyt, pi pa 等 价 . D 

设 (p, V) 是 紧 李 代数 u 的 一 个 实 不 可 约 表示 . (z,y) 是 
V 的 不 变 双 线性 型 . 可 自然 地 扩充 到 VC k. 即 若 o 是 VC 
中 由 V RER, VH (3,7) = (x,y), Rh z = cz， 此 时 
H(z, y) = (z, 9) 是 (°, VO) 的 不 变 Hermite 型 . 38 (z, y) 
在 V EE, Mj H(z, y) 正定 . 

SV 是 (02, VO) 的 一 个 不 变 不 可 约 子 空间 .车 (p, V) 
为 第 一 类 型 ， 则 V' = VO. 车 为 第 二 类 型 ， 则 VC = VV. 

引 理 1 设 7 是 Y 的 一 个 同 构 ， 且 íy(V') = V, 


H(yz, yy) = H(z, y), Yr,y € V'. 


则 
(yz, yy) = (z, y), Yz, y € V. 


证 # p 是 第 一 类 型 MV = VO, H y = y, 因而 有 
(yz, yg) = H(yz, yy) = H(z,y) = (2,9), 


故 (yz, yu) = (z, y), Vz,y € V. f 
如 果 p 是 第 二 类 型 的 ， 则 V5 = VHV, H y(V') = V' 有 
(V) = V!, 由 于 


H(yz, yy) = H(z, y), yr,y € V', 


KA 
(yz, y7) = (z, 7), Vz, y € V'. 


故 (yg, yz) = (7,1), 进而 
H(yy, yz) = H(g, z), Vz, € V'. 
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H 3.3 的 命题 2 知 V' 内 不 存在 对 称 不 变 双 线 性 型 ， 因 而 有 


(z, y) = 0, Yr, y € V', 
(z, g) =0, Yz, gjev. 


因而 对 z 一 II1 十 元 2， y = 1⁄1 + 12, z1, T2, Y1, Y2 € V’ 有 


(yz, yu) = (721 + Y22, Yy +  Yü2) 

= H(yzı, 7y2) + H(y22, Yn) 

= (z1, 2) + (22, 3⁄1) 

一 (z, y). 
引 理 也 成 立 . 口 

命题 2 设 (pi, Vi), (P2, V2) R: u 的 两 个 等 价 的 不 可 约 实 

表示 ， (zi, i) (£2, y2)2 分 别 是 Vi, V; 上 的 不 变 双 线性 型 ， 
则 可 选取 等 价 对 应 Y, 使 得 


(yz, YY)2 = (x, y)ı- 


证 i Hi, H, 分 别 为 对 应 的 Hermite 型 ， 由 引 理 1 不 难 
证 明 , 车 全: 上 另 有 不 变 双 线 性 型 (z, y) 其 对 应 的 Hermite 型 
满足 Hi(z, u) = H(z, y), Vz, y € Vi, MJ (z, y) = (z, y). 
因而 只 须 证 明 可 找到 pz, pl 的 等 价 对 应 Yo, 使 得 


H2(Yoz, Yoy) = H(z, y), Vz, y € V, 
成 立 . 
& y: V, — V, 是 等 价 对 应 ， 其 复 化 仍 以 y 表示 之 . 
(VI) = V, (VD) = VJ. EL y WRR t: VE — VE, E 


Ho(yz, y) = Hilz, tyy), TE vf, yE v£. 
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类 似 可 定义 pi(u), p2(u) (u € u) 的 转 置 tó)(u), to2(u). 由 
polu): y = Y p1(%), 
可 得 
Hi(z, ‘pi(u) * yy) 


= H2(Y ` pi(u)z, y) = H>(p2(u) yz, y) 
= H,(yz, *palu)y) = H,(z, yp2(u)y). 


H ty t palu) = pilu) ty. 又 因为 prlu) $ Hk.(z, y) 不 变 ， 故 
有 
tpk(u) = —pk(u), k = 1, 2. 


于 是 Yu € u, 有 


pi(u) *y =:Tpa(uh)， 
pilu) y -y = ypa2(u)y = y: y ` pi (u). 


由 于 pl 在 Vi 上 不 可 约 ， 故 从 Schur 引 理 有 
y: y= cIw. 


X Hity- yz, y) = Hayr, vy) 是 正定 的 ， 故 c> 0. $ 
.= ky, k = "Ë 


yo (Vi) = Vs, qo (VI) = Vz, MV) = W; , 


则 


而 且 有 
H (oz, yoy) = Hi(z, to Yol). 
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对 于 z, y € VI 则 有 to7o = 1, 故 
H2(Yoz, Yoy) = H(z, y), Vz, € W. 


故 (Yoz, ~Y0y)2 一 (>, 2)1， Yz, Yy € Vi. 口 
分 类 定理 Ruu 是 单纯 紧 致 李 代 数 u 的 两 个 同 构 的 特 
征 子 代 数 . 则 u, wi 在 Autu FEH. 
证 iku=uÑjVi=u+V,HTu,uw AA, H 3.4, 3.5 
知 ady u, adv;u, 是 等 价 的 . 于 是 有 u 到 wi 的 同 构 映射 p1 
与 Vi 到 VI 的 非 奇 异 线性 映射 p 使 得 
ad pi(7): p2(y) = p2 adz- (y), z € u, y € Vi. 
S p= p: p 则 p 是 4 上 的 非 奇异 线性 变换 .由 pl 同 构 ， 有 
ad pl(z). (pi (z!)) = pi(ad z - x’), Vz,z' € ui. 
因而 可 以 得 到 
ado(z):p = p:adr, Vz € ui. 


设 (z, y) 是 的 Killing 型 . HE v, V 上 的 诱导 自然 是 
表示 adwmta, advsw 的 不 变 双 线 性 型 ， 从 命题 2 知 ， 可 选取 p 
使 得 

(p{y), p(z)) = (y, z), Vy, z € vı. 
X Yr, z' € uy, 
(z, z') = tr(o ladp(z): p- p 'lado(z')o) 
= (p(z), p(z)), 
H (ui, ⁄4) = 0, (up vi) =0. 故 有 
(p(z), ply)) = (z, y), Vz,y € u. 
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又 由 (z, y) 对 伴随 表示 不 变性 ， 对 TEU, Y, y' € Vi A 


([p(y), p(y)], p(z)) = (ele), p(y)], p(y )) 
(adp(z) - p(y), p(y)) = (elad z - y), ely’) 
(olz, yl), ply’) ) = ([z, yl, y’) = ([y, y'], z) 
(ely, y], p(z)). 


因 [y, y] e ui, # [p(y), en] = plly, y). 因此 


l H I 


[p(x), p(y)] = pllz, yl), Vz, y € u. 


即 o € Autu. H plu) = w. 口 
由 此 分 类 定理 立即 得 到 3.4, 3.5 的 图 完全 决定 了 第 一 类 实 
单 李 代数 ， 第 二 类 实 单 李 代数 则 由 3.6 完全 决定 . 
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第 四 章 Satake 图 


前 一 章 我 们 用 T- 正常 Cartan 子 代 数 的 根系 对 第 一 类 实 单 
李 代 数 进行 了 分 类 ， 另 一 种 分 类 的 方法 则 是 从 正则 Cartan F 
代数 的 根系 来 进行 分 类 . 这 种 方法 得 到 的 图 解 称 为 Satake 图 . 
本 章 我 们 将 建立 这 两 种 图 的 关系 . 


418 24k Weyl 群 
设 实 半 单 Lie 代数 go 有 Cartan 分 解 
go = fo + Po, gu = tE + V—1po. 


o, T É 0 = or = ro AHMAK Cartan XF. a X go 
的 约 化 Cartan 子 代数 ， 即 含 于 po 中 的 极 大 可 换 子 代数 ， 又 设 
bo = b+ 十 a 是 有 标准 分 解 的 正则 Cartan 子 代数 ， 
引 理 1 令 
Go = sadgo， Ko = eadto; 
M = Ck. (a) = {k € Kolk(H)= H, VH € a}; 
M' = Nk. (a) = {k € Kolk(a) C a}. 
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则 有 

(1) Ko 是 Go 的 紧 子 群 . M' 为 Ko WATE. MA 
M' WAERTE. 

(2) LieM! = LieM = Ceo (a) 一 Ne (a). 

(3) M'/M 是 有 限 群 . 称 为 go 的 约 化 Weyl 群 ， 记 作 
W (go). 

证 (1) Ko = Intgo N Intgu, 故 为 紧 子 群 ， 显然 ， M 在 
Ko +A, M 在 M' PAER. i M，M 均 为 紧 子 群 . 

(2) 设 X € bo, [X, a] Ca. FEER H €a, 有 


([H, X], [H, X]) = —(X, [H,. [H, X]]), 


这 里 (X, Y) = —B(X, Y), B» g = sŠ 的 Killing 型 ， 
CE po 上 正定 由 [H, X] € a, 故 [H, [H, X] = 0. % 
([H, X], [H, X]) = 0. # [H, X] = 0. 于 是 有 (2) RX. 

(3) M'/M 为 紧 Lie 群 . 其 Lie 代数 是 零 维 的 . ik M'/M 
为 有 限 群 . D 


显然 有 
W(go) = M'/M = Ma 


H eadx (X € go) 保持 Kiling 型 不 变 . 故 M'a 是 实 正 交 变 


换 . 
令 bm 为 bç ARS, B 


br = V-1ibt +a. 

记 br 到 a 上 的 射影 为 p, VH € bn, 有 
H = V1H'+p(H), 

其 中 H'e bt. it A 1 gX br 的 根系 . 
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定义 1 A= {p(a) 关 0la eA} 称 为 关于 a 的 约 化 根系 . 
P,, P. 及 局 如 2.3.2 所 述 BR, A= PU- 
Z acA, $ b. = (H e pnR|(HE, o) = 0), 于 是 


ba Na = {H € a|(H, p(a)) = 0}. 


# pla) Z 0, 记 
Qp(a) = ba N a. 
定义 2 aN Ú az) 的 连通 分 支 称 为 约 化 Weyl 房 . 
e)€ A/ 


pl 


a 中 关于 apla) 的 反射 为 


_ p _ 2(H, pla)) / 
Wola H = H CONC PEAN VH ca, pla) 6 A. 
记 S 为 所 有 {wo(oylp(a) € A'} 生成 的 群 ， 下面 我 们 将 要 
证 明 W (go) = S, 且 在 约 化 Weyl 房 上 单 可 递 . 在 证 明 前 ， 我 们 
先 证 明 一 个 引 理 ， 然 后 逐步 证 明 . 
设 在 br 中 引进 了 关于 a 的 可 容许 正方 向 . 于 是 


P_ = {a € A*t jela) =0}, P, = {a € At|o(o) > 0). 


引 理 2 设 po。 为 包含 约 化 Cartan 子 代 数 a 的 正则 Cartan 
子 代数 . 其 它 符号 如 上 . 则 有 以 下 结果 . 
(1) Cao(ac = (pt)% + > (ga + 9-a). 


(2) # H Xa WENT, BH (H, pla)) #0, Yela) € A”, 
则 有 
Cto (H) = Cr (a). 
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(3) Vo € +P,.,, # 0 Z Ya € po, O Z Za € to 使 得 
VH ea, f 


[H, Yaj = (e, H)Za, [H, Za) = (e, H)Ya. 


证 (l) £ m = 6,(a)$, Ë X € m, X = H + E Xa 
acA 


H e b. H [X, a] = 0 ë VH' Ea 有 
0= [X, H'] = 》 (e, H')Xa, 
acA 
即 (a, a) = 0. 所 以 o € +P. 因而 (1) 成 立 . 
(2) $H €a, H (H, p(a)) #0, Yola) € A', i (H, a) Z 
0, Ya € +P,. Bl (H, Ú) = 0 当 且 仅 当 a € V-1b+, Bp 
aœ € +P. 因而 由 (1) 的 证 明 可 知 (2) 成 立 . 
(3) 对 Weyl Æ {Eala € A} P Ea, H € a C bn, o € bn, 
故 (a, H) € R.. 因而 有 
[H, o(Ea)} = [0o(H), o(Bo)] = olH, Eal] 
= (H, a)o (Ea). 


Xi = 3 (E, + o (E), X; — o(Ea)). 


1 
=a. 
于 是 有 X; € 80, B 

[H, Xi] = (a, H)X;, ¿= 1, 2. 


由 于 Ea £ 0, 故 Xi, X; 中 至 少 有 一 个 不 为 零 . 不 妨 设 X: Z 0. 
X1= Ya + Za, Ya € to, Za € po. 因而 有 


(e, H)Y, + (e, H)Za = [H, Ya] + [E, Zal. 
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由 Heac po. 故 
[H, Yal = (a, H)Za, [H, Zal = (a, H)Y,. 


由 于 pla) 关 0, KA H € a, 使 .(a, H) #0. 因而 Y=0 

的 充分 必要 条 件 是 Za = 0. X X, = Yo 十 Za Z 0， 故 知 

Ya Z 0, Za # 0. ` 口 
为 书写 方便 ， 记 p(a) = o!. 现在 我 们 来 证 明 下 面 的 定理 . 
定理 1 设 实 半 单 Lie 代数 go 有 Cartan 分 解 


go = Éo + Po, Bu = o + V—1po. 


bo = b+ 十 a 是 正则 Cartan 子 代 数 . W E g 的 Weyl 群 . 
W(goÍ) 是 约 化 Weyl 群 . S 是 (us |o! € A) 生成 的 群 . 则 有 
(1) Wila D W(go); 
(2) S= W(go), 且 在 约 化 Weyl 房 上 单 可 递 . 
证 (1) 对 任 一 gE€ W(go), ME k € Ko, 使 k(a) = 
a, kla =g. HF k € Ko, 故 知 


k(bo) = (pf) +a 


为 go 的 正则 Cartan 子 代数 .由 此 知 有 gl € edol, 使 得 
gi(k(b+)) = bT, gila = I. 于 是 


go = gk € Ko, go (pt) = bt, go(a) = a. 
因而 有 go(bR) =br. #k go € W. 而 
Jola = kla = g. 
因而 W (go) C Wla. 
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(2) 结论 (2) 的 证 明 完全 类 似 于 Weyl 群 ， Weyl 房 及 由 
根系 决定 的 反射 所 产生 的 群 之 间 的 关系 

首先 ， 我 们 证 明 S c W(go)， 对 于 a € A, o Z 0, 有 
Ya € to, Za € po, 使 得 YH € a, 


[H, Ya] = (H, a')Za, [H, Za] = (H, o)Ya. 
由 于 Ya € to. 不 妨 设 
(Ya, Ya)=1. 
又 [Yas Za] € Po, B 
[H, [Ya, Zal] = [[H, Ya], Zo] + [Ya, [H, Zal} = 0. 
ik [Ya, Za] € a. 又 


(H, [Yo, Zal) = —([H, Zal, Ya) 
= — (e, H) 一 一 (o(a)， H) 
= —(a', H). 


故 知 
[Ya, Za] = —o'. 


mHE (a, o!) < 0. £ 


ad u Y; 
go = € V-an ° € Ko. 


ry. (_ 13k 7 2k+1 
aa Y= C z 


— (o, a’) (a, a) a) 
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yt = (H, o) (Dent? ， 
(a, o!) o?) a = (a, o!) Q, 


VH €a, k=0,1,2,.... 


(ad 


因而 有 
H H (H, a') (Dentl 1) k sss q 
go( ) 一 7 V-a, an) A By Za 
(一 1)kz 2k N 


4% o!) — 
+ a) > (2k)! 


Don (H, aan (H, a!) _ A 
=H re i Za + (a a) (cos — 1)a 
2(H, o”) a 
=H- 
(os a) 
一 ta (H). 
即 有 go(a) = a. gola = ww. WA wa € W (go), Vo! € A'. BJ 
S c W(go). 
其 次 , 我 们 证 明 W (go) 把 约 化 Weyl REAA Weyl 房 . 
S 在 约 化 Weyl 房 上 可 递 . 


事实 上 ， 对 任 一 gE W(go), # k € Ko, #Ë kla = g. 由 (1) 
的 证 明知 ， 有 go EW, 使 得 


go(ht) = T, gola = g. 
因而 QE A, gola) € A, 而 且 
(gola)) = gla) = gla’). 
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因而 g(A') = A. 而 
glaa) = dg(er) = gola)» 


故 g 将 约 化 Weyl 房 变 到 约 化 Weyl 房 . 

与 Weyl 群 及 Weyl 房 的 讨论 完全 一 样 , 可 以 证 明 S 在 约 化 
Weyl 房 的 集合 上 可 递 ， 因 而 W(go) 在 约 化 Weyl 房 上 可 递 . 

最 后 我 们 证 明 W(go) 在 约 化 Weyl 房 上 单 可 递 ， 因 而 有 
W(go) = Š. 

设 Co 是 一 个 约 化 Weyl 房 ， 要 证 明 W (go) 单 可 递 ， 只 要 
证 明 g € W(go), 9(Co) = Co, 则 有 g =I. 由 于 W(go) 是 有 限 
群 . 故 9 为 有 限 阶 ， 设 阶 为 N. YHo € Co, W 


H= (Ho + g(Ho) + --- + gr -1(Ho)). 


于 是 g(H) = H. Ho, ġg(Ho), +, $g- (Ho) € Co. X 
Co EHF hE. aA H € Co. H € Co, 故 (œ, H) Z 
0, Vo! € A'. 故 Cu (H) = O,, (a). 

考虑 Intg 中 由 en 生成 的 子 群 ， 由 于 H € a, 故 
V-IH € pu- 


eadv -1Ht 


是 gu 的 内 自 同 构 群 中 单 参数 子 群 . 于 是 其 闭 包 为 Intgu 中 闭 连 
通 可 换 子 群 ， 即 为 环 面 ， 此 环 面 在 Into, 中 的 中 心 化 子 连通 . 
设 eted2 在 此 中 心 化 子 中 ， 即 有 


etadZ oadV Tt H —tadZ — ad /-lnH- 


即 当 且 仅 当 etdZH = H, Z € Cg, (H). 因而 此 中 心 化 子 就 是 


eadCou (H), 
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今 g(Co) = Co, g € W(go). WE k € Ko, 使 得 k(a) = 
a, kla = g， 于 是 k(H) = H. BPA k € eul) A Ko = 
eadCeo(B) = eadCeotao) .因而 kja= I. 故 9g= 工 口 


419 HERRA 特征 


与 根系 中 有 素 根系 一 样 ， 在 约 化 根系 中 有 约 化 素 根系 ， 并 
县 有 相应 的 许多 性 质 . 我 们 仍然 假定 p. 是 包含 约 化 Cartan + 
代数 a 的 正则 Cartan 子 代数 ， A 为 根系 p ARF hn fE a 
上 的 射影 . 

定义 1 设 工 是 人 A 关于 a 的 可 容许 正方 向 的 素 根系 ， 则 
称 工 为 容许 素 根系 . 

以 下 均 假 定 开 是 容许 素 根系 ， 记 


W = p(T) \ {0}. 
w I= (or, 62, ..., Ot, Qt, ..., GI), 其 中 
plai) =a #0, i=1,2,...,t; 
plai) =0, i=t+1,..., L 
S Ho = (oaa, ---, 0} 则 
I = o(H \ Io). 


引 理 1 对 于 bm = /-3bft +a 的 可 容许 正方 向 ，I = 
(o), ttt Qt, Qttl, tt; a} 为 对 应 的 素 根系 . 且 


Io = {œa;ilt+1 < í < l), 
H NID = {ol < ¿í < t). 
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则 有 


l 
o(ai) = Qir + > Cij Qj) 
j=t+1 


Joh 1 < í < t, c; > 0, c; € Z. 对 于 ;一 ?确定 的 
(1, 2, …, t} 到 自身 的 映射 ， 有 


(zy = i. 
证 如 2.3 的 符号 
P, = {a € AT|o(o) > 0}. 


于 是 由 2351 5 Z (2), 对 o; € I NID C Py, § ala) € P+. 
因而 有 


l 
c (e) = Y mijaj, Mij > 0, Mij € Z. 
j=1 


因而 有 


l 
ai = o° (ai) = 2 myo (aj). 
j=1 


j>t+1BF, o;€ oc P, # olaj) = 一 0j, 于 是 


L t l 
ai = 3 ` 2 _ mijm;kek + Y m; (—ok)- 


k=1 j=1 j=t+1 


因而 有 


t 
Y mijmjk = iks 1 < i, k < t. 
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t 
Y ` mami = mij, 1<i<t,t+1<j<L 
k=1 


由 于 
t 
>` MikMki = 1, 
k=1 ` 


故 必 有 使 1 < 7 < t, m;; = mii = 1, Mik = mki = 0, k Z 7. 
即 


Mik = Mki = Ogi 


因而 
l 
o (G) = Qi + > mi;Gj;, 
j=t+1 
B 
l 
Qi = al(air) 一 >》， mi;G;. 
j=t+1 
即 有 
l 
o(ay)=a;+ 》 mijaj, 
j=t+1 
(iy =i. 口 


系 plai) = p(Gç). 
事实 上， 从 引 理 的 证 明 可 知 


clai) 一 clai)=az — Os, 


即 有 


olai — Qi) = — (ai — Qi). 
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注意 到 
c|, = I, a| =ip+ = —I. 
因而 有 oa — aw € V-Iibt+. 因而 plai — oz) = 0. Bl ofas) 
plav). 
定理 1 IU 构成 a 的 一 组 基 . 而 且 当 j 关 i, U Bf, 
2(a;, o) < 2(o;, o$) 


45 
, ~ 
(aj, a) T? (w, o) 


口 


€ Z: 


以 及 
o; 天 ad. 
证 EIL bn 的 一 组 基 . 于 是 YH € a, 有 


l 
H = Y aios, ai € R. 


i=1 


X p(H) = H, 故 


t 
H = p(H) = Y aid. 


i=l 
因而 IV 实 线性 生成 a. 
下 面 证 明 ji, i bf. 
2(o;, o) 


(o, o) 


0> 


€ Z. 


因此 o # o (= ap). 由 于 was € W (go), 而 


2(o!, a 
Was (a;) = a; 一 D) o, 
(ay es) ? 
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又 有 Sj EW, 使 得 Sjla = wa, B VH € R. 
p(S;(H)) = S;p(H). 
(因为 S;(V-1pt) = /—1bt, S,(a) = a 之 故 ). 于 是 


pS;(oi) = S;(p(ei)) = Silai), Sila) € A. 


+ | 
se) = o; + S mon 
k=1 
mk € Z. 故 有 
t 
Wat, (as) = p(Si(ai)) = a; + Y mrak. 
k=1 
由 此 可 知 
2(o;, a} 
— € Z 
(o, os) 


由 于 (e, a4) < 0, lai, oj) > 0, ¿Z 7), $ 


2(0, a) = (ei + o (o), aj) 
l 
= (ai 十 ad 十 5 Mikk, aj) 
k=t+1 
L 


= (ain aj) + (ar, aj) + J, Miklar aj), 
k=t+1 


ji, i j < t. 
AH Mik > 0 知 . 
(oe, of) > 0. 
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2(a;, a4) 
— oA S0 
(o, os) 
E IV = (oL, a ..., al} 是 (at|o; € Il) 中 不 同 的 非 零 元 
素 的 集合 . F BI uE IV 线性 无 关 . 若 不 然 ， 则 有 G1, G2, ..., Qto 
不 全 为 零 ， 使 得 


今 对 1 及 1, 存在 唯一 的 H € gm, 使 
(ai, H) = bi + Ó; — divir. 
于 是 有 
(ai H) = (a;i, H). 
因而 有 
(ai, H —oc(H)) = (ai, H) — (o(ai), H) 
= (wi, H) — (ow + Smaa, H) 
= (ai H) — (ow, m= 0 
因而 o(H)= H. # H € a. 因而 
(ai, H) = (o(ai), H). 


于 是 有 


于 是 
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同 理 可 证 az = -e = a, = 0. BD (ot, o, oo aal Aa 
的 一 组 基 , o 
É Io = {os € Hlola:) = 0} É# Lie 代数 Ce (a) 的 素 根 


系 . 
证 由 4.1 的 引 理 2 之 (1), 我 们 有 
Ci (a) = (9+) e+ S (ga + 8-a). 
acp- 
因而 土 P 为 根系 . 而 aeE 忆 ,有 pla)=0. W 
i+i 
a= Sao; + > aG;G;, 
j=t+1 


其 中 a, a; € Z, a, a; > 0. 因而 有 
to 


0= pla) 一 Y (ai 十 air )ax， 


t=1 


因 T REEK, Wai +a; = 0, ai 二 0,1<i<t. 于 是 


l 
Q = y` aG;G;. 
j=t+1 

即 To 为 素 根系 . o 

定义 2 在 a 内 取 定 一 个 次 序 ， 则 go 的 所 有 的 约 化 根 分 
为 正 根 及 负 根 两 种 . 称 不 可 分 解 的 约 化 正 根 的 集合 为 约 化 素 根 
系 . 

定理 2 沿用 前 面 的 符号 ， 有 以 下 结论 。 

(l) $ At = o (At) {0}, HJ At 中 任何 元 素 可 由 于 中 
元 素 的 非 负 整数 线性 表 出 ， 
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(2) HF I = (a), on, ...., 04 J, MI) 
Cw = (H € bv|(H, aœ) > 01 


为 约 化 Weyl 房 . 
(3) # IF EE ba 中 另 一 对 a 可 容许 正方 向 所 确定 的 约 化 
EER, MFE gE W (go) 满足 
9(IT) = I. 
证 (1) œc At, R ac At, œ = pla). 于 是 有 
l 
Q = Y aiai, ai > 0, a; € Z. 
i=l 
故 有 


-2 -eo tay) 


(2) 显然 ` 
Cw = {H € bv |(HE, ai) > 0} C bv NUbve:r, 


而 且 Cr 是 连通 开 集 . # Cr C Co, Co 为 某 个 约 化 Weyl 房 . 
于 是 有 Ho € Co\Crm. 即 有 某 个 a; A (Ho, a;) < 0. £R H € 
Cw. 由 Co 838 JF nE, 故 有 tH 十 (1 一 t)Ho € Oo, Vt e [0, 1]. 
而 
f(1) > 0, f(0) < 0. HA to € [0, 1 使 

f(to) = (toH + (1 — to)Ho, ai) = 0, 
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即 (toH + (1 — to)Ho, oi) ¢ Co. F. 故 Cr 为 约 化 Weyl 
房 . 

(3) H Cw, Cm 均 为 约 化 Weyl 房 ， 于 是 有 9 € W (go), 
使 得 g(Crm’) = CT 因而 f 


Cn, = {9H € bv|(gH, gai) > 0) 
= {gH € bv|(gH, B;) > 0), 


其 中 I = 161, 65, ..., biot 因而 不 妨 设 
g(a) = a, Bi, a; > 0. 


注意 到 g(AT)' = (At ) AT ai= 1. w gl) = M. D 

从 前 面 的 讨论 知 ， 对 于 取 定 的 次 序 ，II’ 为 约 化 素 根系 ; 任 
何 约 化 素 根系 都 是 容许 素 根系 的 射影 ， 反 之 亦 然 . 

定义 3 容许 素 根系 对 约 化 素 根 系 的 射影 称 为 实 单 李 代数 
go 的 特征 . 

从 前 面 的 讨论 知 容许 素 根系 T 可 分 为 两 部 分 : 


Ilo = {a € Hlp(a) =a =0}, M\ Mo. 


而 约 化 素 根系 为 - 
IV = (I \ Moy. 


下 面 我 们 证 明 实 单 李 代数 的 特征 对 任何 正则 Cartan 子 代 
数 及 其 中 的 任何 容许 方向 都 是 相同 的 . 

引 理 2 在 bm = V-=1b+ +a 中 有 两 个 可 容许 正方 向 ， 它 
们 决定 的 素 根 系 分 别 为 Il, IL. 如 果 


IP = i}, 
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则 存在 kı € IntG, (a), kE 自然 扩充 满足 
ki(Ilio) = Hz, ki (Ti \ Iho) = Ip NIDo, ki (I) = ID. 


证 由 于 Mio, IDo H Cela) KARR, TEA ki € 
IntCy (a), 使 得 | 
kı (Ilio) = Izo. 


EA, kia =I. AmA kilba) = bw. 故 有 局 (A) = A. 显 
然 o € Iho, kila) € Hw. a € IL, 但 a ¢ Tilio, Mj pla) > 
0, p(ki(a)) = pla) > 0. 于 是 (a) > 0. AT kila) € At. 故 
k (ll) = ID. n 

事实 上 ， 这 个 引 理 可 以 推广 为 ， # b; 为 go 的 两 个 正则 
Cartan 子 代 数 , 包含 同一 个 约 化 Cartan 子 代数 a. X i, ID 为 
可 容许 正方 向 所 确定 的 素 根系 .II = IE, WE ki € IntCto(a)， 
扩充 后 如 (II ) = I, ki(Iho) = Io, ki (Iı \ Mio) = ID; \ Hoo. 

定理 3 (Satake) Ü Il, H; 是 由 两 个 正则 Cartan 子 代 数 
所 确定 的 容许 素 根 系 ， 则 有 RE Intgo, 使 得 k(l) = ID. 

证 设 对 应 的 正则 Cartan 子 代数 为 


bi =b} +a, i=l, 2. 
对 应 Cartan 分 解 为 
go 一下 十 Pi， 一 1，2， 
由 于 a; 为 pi 中 极 大 可 换 的 ， 于 是 有 ki € Int go, 使 得 
kıbı = bo, 
kib) =b}, (a) = a. 
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因而 k(l), ID 均 为 bz 的 可 容许 素 根系 ， 由 定理 2 之 (3) K 
4.1 的 引 理 1 R, A k. € M', 使 得 


kaki (Ili) = I}. 
由 引 理 2 知 ， 有 ks € M', 使 得 
kak2k1 (I1) = IL. 
# k = kskzk1 € Intgo, 使 得 
k(IL) = Il. o 


定义 4 # g=gG 的 Dynkin 图 中 ， 以 实心 黑 点 表示 Ilo 
中 素 根 ， 以 空心 白 圈 表示 IN To PHAR. Æa, 6 € HNAID, 
B o' = Bl 则 用 箭头 将 表示 o, B 的 点 连接 起 来 如 此 构成 的 图 
称 为 Satake 图 . 

从 定理 1 可 知 如 果 ai e TULA Ho, WE Satake 图 解 中 =, 只 
与 az 用 箭头 连接 . 这 样 作 Satake 图 也 只 要 标 出 容许 素 根 系 的 
图 中 ai (at = 0) 的 点 以 及 ai, ay (o; Z 0) 的 点 对 就 可 以 了 . 

定理 4 实 半 单 Lie 代数 go 的 Satake 图 是 唯一 确定 的 . 

证 B b = hf +a 的 可 容许 素 根系 为 Ii. pi 为 (bi)m = 
V—1b7 +a 在 a 上 的 投影 ， 于 是 对 应 hi, f 的 Satake 图 由 
pi 完全 决定 ， 由 定理 3, 3k € Intgo, 使 得 k(l) = LI. Wi 
k(bi)m = (bz)m. H k € Intgo, KA 


k(V—1ibt) = V—1p1, t(a,) = üz. 


因而 有 
pa = kpik™!. 


由 此 可 知 ， IL 确定 的 Satake 图 相同 . 口 
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4.20 #4, Cartan 子 代数 的 标准 形 


这 节 我 们 将 从 T- 正常 Cartan 子 代 数 的 标准 形 求 出 正则 
Cartan 子 代 数 的 容许 素 根系 ， 而 得 到 约 化 素 根系 .故此 可 做 出 
实 单 李 代数 的 Satake 图 . 

设 实 半 单 Lie 代数 go 有 Cartan 分 解 


go = to + po. 
bo 为 go 的 正则 Cartan 子 代 数 ， 且 有 标准 分 解 
ho = DT +a = bo N Eo + bo N po- 


E br = /—1bt +a 中 引进 可 容许 正方 向 后 ，g = gs 对 b= 了 
的 根系 A 分 成 了 正 负 根系 A+. 因而 有 素 根系 IL 
P={aeAtla = 0} = {a € AT|0(o) =a}, 
P, = At \ P = {a € Ata > 0} = {a € At|0(o) Z a}. 


再 令 
Io=InP，HN\Ho=InP 
由 Il =InmP ，HNI = INP, 就 可 以 作出 Satake 图 来 . 下 
面 我 们 从 go 的 最 大 紧 Cartan 子 代数 出 发 定 出 po 中 最 大 可 换 
FRÆ, EN Cartan 子 代数 及 Ilo = InP_,INI = IInP,. 
设 go 为 实 半 单 Lie 代数 ， 有 Cartan 分 解 


go 一 to + po. 


gu = bo 十 V1po 为 紧 半 单 李 代 数 . 又 设 go, u XJ BU Eu 
A c, rT. Cartan E&A 0. € u 中 可 选取 Cartan 子 代 数 
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bu = hg + /— bg, 使 得 be = bç + bw 为 go BJ T- 正常 Cartan 
子 代数 . itg = gs = utt b = pV 的 根系 为 A. 对 bz 的 可 
容许 正方 向 有 At 与 A- 及 H. {eala € A} X u 对 应 的 Weyl 
jË. 0 有 Gantmacher 标准 形 


0 = boe®™ to, Ho € br. 
此 时 根系 A 有 分 解 
A= AoUAnUAs; 
Ao = {a € A|6(o) Z a}; 
An = {a € Aló(o) = e, Olea) = —ea}; 
A, = {a € A|6(o) = a, (ea) = ea}; 
A! = {a'la € Ao, o = P (a + 0(a)}. 
TJ tÇ 对 bç 有 根系 
Ag = Ac U Aç. 
(ad, /—1po) 作为 to 的 表示 有 权 系 
Bo = An U A’. 
而 且 
aE Ac， 则 ea € t = Ç, 


aE An, H| e, € p= (Vp) = p$, 
a € Ao， 则 ea 十 0(ea) € Ë, es — 0(ea) € p. 


注意 到 {eala € A) 是 关于 gu 的 Weyl Æ. 因而 有 


T(ea) = ea. 
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于 是 


Olea) = or(ea) = o(e_a). 
特别 ， 


T(ea)=e-a, 当 aeAei 
T(ea) = e-a, Ha € An. 


由 此 可 知 to- 的 基 可 由 br 的 基 加 上 下 面 元 素 构成 


{ea + e-a, V—1(ea — e_a)la € At), 
{ea 二 e-a 十 alea 十 e-ah， 
V—1(ea — e~a — 0 (ea — e_ ))|e € A$}. 


而 po 的 基 则 由 bv 的 基 加 上 下 面 元 素 构成 


[ea — e_a, VZI (ea +e_a)le € Az), 
{ea — e—a + o(eo — ea), 
V—l(ea +e_a — Clea + e_a))lo € Ad]. 


引 理 1 符号 如 上 ， 则 hE + > ga = Cp (bF). 
CEAn 


证 如 aeA 则 bal = o, B = € VvV-lbs. 


(e, 58%) = o. 故 ga C Cp(b5). 因此 
bi + 2 go C (9). 


aEDn 
对 于 o € Ao, (a, h$) Z o. 于 是 有 Hv € by, 使 得 
(Hv, œ) #0, Ya € Ao. 
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于 是 


而 由 {fes+b(ew)|la € Ao} 线性 无 关 , (a, Hv) Z 0, 8 $ Calea 
aco 
—0(ea)) #0 时 ， 


[Hv, > calea ~ bl(ea))] 

= 》 ca((a, Hy)ea — [Hv, 0(ea)]) 

= Y ca((a Hy)ea — [Hv, o(e-a)]) 

= 》 cu((a, Hv)ea ~ olo Hv, e-al) 

= 3 cal(a, Hv)ea — (Hv, —o)o(e-o)) 
= 》 ca (e, Hy)(ea + 0(ea)) l 


Z 0. 
故 引 理 成 立 . 口 
注意 到 ， Xf a € An, altea) = 一 CE--a， 因而 有 o ( > ga) 一 
aEAn 
> ga. 因而 


QaEAn 


(en > s) - > go 


CaEDn caEAn 


于 是 go 站 > Ba 有 基 


aÁ, 
{ea —e_ a, V—l(ea + e-a), |o € AZ). 
由 此 可 知 包含 hw 的 约 化 Cartan 子 代数 为 
= bv 十 qa, 其 中 a: C gof) $ ga 


aEon 
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下 面 来 具体 构造 ql. 

in A At 中 最 高 根 ， 令 

At(m) = {ae Ajla Z yu e ++ é A). 
设 六 为 A+(%) 中 最 高 根 ， 令 
Atn 1) =(Af()O9) 
= {a € At(m)lo Z 2, e + 2 ¢ A). 

Ey 为 At, 32) 的 最 高 根 ， 又 可 作出 ATO, 72 Y3) (0 
依次 下 去 ， 由 A+ 有 限 ， 故 有 t 使 得 


AZ (x, 2, -3 ye) = 0. 


定理 1 $ m Ñ ey emn, ...，Ey — ey 生成 的 实 线 
性 空间 ， 则 
a = a + by 
是 约 化 Cartan 子 代 数 . 
证 显然 由 引 理 1 可 知 ju, bv] = 0. X y; + y; gA, 故 
[e+ etry] 二 0. 因而 


ley: — € em ~ Ee-%] = 0. 


因而 la, aa] = 0. 故 [a, a] = 0. : 
为 证 a 在 p。 中 极 大 可 换 ， 只 要 证 al 在 po 的 子 空间 goN 
Y ga 中 极 大 可 换 . #E aZ y 1<i<tb aeAt, 注 意 到 


caEbn 


At DAt(y) 2 D AFO %2, 1-1) 2 0. 
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因此 ， 一 定 有 io, 使 得 
a € Ai 72, ..., ioa) AFO, Y2 ..., Yio) 
即 有 o + Yio 或 a 一 Yio € A. 因而 
leas ex = Na, yig fatri Ü 


或 
(eo, E— yig] = Na, — io €a—Yio 天 0 


至 少 有 一 个 成 立 . 考虑 go n 》 ga 中 元 素 


aEAn 


X= >` alla ~ e_ a) + >` baV—l(ea + ea). 


Gio aC A+ 
如 果 [X, a] = 0, 则 有 
[ev 一 一 Ti0， X] = 0. 
注意 到 
[ev 一 -Tio，6ca 一 e—a] 
= Tig» eio +a + N yio e€ (yi ta) 
=N- yig» a€-—yota 一 Naig 一 aeEmi0 一 a 


一 Am， a(eyo+a 十 €_ (io +a)) 


=N- yig: al€—yi ta Feyi +a))» 
Naig a 5 N yigi a 中 至 少 有 一 个 不 为 零 ; 
[exo 一 €—io €o + el = 27Yio; 
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以 及 o Z Nio 时 
[en 二 e-moy Ea + e—a] 
= Nyio, acEnio+a 一 No -ae-(Yio+a) 
十 Nm -atyo—a 一 No ae 一 Yo 十 ct 
= Nyo, akeyo+a 一 e (uo +e)) 
一 人 -mo a(e-yio+a = e_(—o+o)); 
可 知 bx, = 0, ba = a = 0, a £ + 1 < í < t. Id X = 0. BI 
a Ë gN 》 ga 中 极 大 可 换 . 故 a 为 约 化 Cartan 子 代数 . D 
AEDn 
现在 从 a 出 发 来 找 包 含 a 的 正则 Cartan 子 代 数 . 
定理 2 假设 如 上 ， 令 
br = {Xo € br|(Xo, %) = 0, 1 < í < t). 
则 
bo=hr+i+a 
是 go 的 正则 Cartan 子 代 数 . 
证 显然 b 是 可 换 子 代数 . X b 2 a. 故 若 能 证 明 b 极 大 
a, W o 是 正则 Cartan 子 代 数 . 注意 到 
dimbo = dim by + dim a 


= dim hr + dimbr +t 


< dim bo, 
而 
dimhr = -dimbr -dimfy Y2, +, Ye} 
> dimbr - t. 
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于 是 
dim bo > dimbr — t + dim bv + t = dim bo. 


故 日 是 go 的 正则 Cartan 子 代数 . o 

# 1, m w 线性 无 关 . 

FERNE DS 的 根系 中 确定 可 容许 方向 ， 有 了 可 容许 方 
向 就 可 以 给 出 Satake MT. 由 于 bu = br + /—1bv 及 b. = 
br 十 V-1la 都 是 + 的 Cartan 子 代数 ， 因 而 它们 在 4 的 内 自 同 
HTE. 下 面 我 们 将 此 自 同 构 找 出 来 . 并 由 此 币 建 立 bm 
中 的 可 容许 正方 向 . 

对 定理 1, 2 中 的 y, Y2, 3 w, 有 VvV—l(ey, +e) € po. 
于 是 (em 十 e) € u. 注意 到 (y; qi) < 0, 因而 


pi = edXi < Intgu, 1 <¿ < t, 


其 中 


T 
Xi = —— T, +e). 
2V-2(Y, n) | 7 


引 理 2 假设 如 上 ， 并 把 o, 视 为 g = gS = u“ 的 自 同 构 . 


则 有 
| (1) pilirtow = 

(2) al) =Y, i 

(3) pilni) = -y -z (ey -en) € a; 

(4) Pilen — e-n) = ey — Ey $ Z J; 

(5) $ p= pp: pe WE 
p(bo) = bo, 
ply) = 一 -W ey — ey), 
Plpr+bw =1. 
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mam. <. 


证 H v€ AZ Ç Cp (bu), (% bz) = o 知 


Dil + bw 一 Plsr+ow = 1. 


H vy; Z y;, Yi £ y; g À 有 (xi, 和 ) = 0. 于 是 
by, em + ey] =0. 


. 因而 有 
pi(%;) = Tj, Pile — e=) 一 em — Em 


即 (1), (2) 及 (4) 均 成 立 ， 如 果 (3) 成 立 ， 则 Plt = L B 


pi) = p (x) = —Y be Wles ~ e_y). 


BP (5) R. 现在 证 明 (3). 用 归纳 法 可 证 明 下 面 的 递 推 公式 : 
(ad Xi) (zi) = (DE 
GA XDP) = (DEGH (i, 4) (es — e-n). 
用 这 两 个 递 推 公式 ， 可 得 


Oo 


pw) =Y geix 
=0 
= (cos Fi + sin Z . e Wo, = ey) 
= V be) 7 e—)- 


因而 引 理 成 立 . 口 
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_ 由 此 引 理 知 , 我 们 可 在 bv rh, ah, vibr PRE. R 
定 bR HESH, pbr) 中 有 相应 的 方向 . 基 元 素 分 别 在 bv， 
p l(a) 及 vibr P. 后 两 者 恰 为 br 的 一 组 基 . 因而 有 ba 的 
正方 向 及 IL, 是 对 可 容许 正方 向 的 素 根系 ， 如 此 可 作出 Satake 
图 . 

定理 3 ”两 个 实 半 单 Lie 代数 g, g 若 有 相同 的 Satake 
图 ， 则 gi 与 g2 同 构 . 即 Satake 图 是 全 系 不 变量 . 
证 因 g: 与 g2 的 Satake 图 相同 ， 故 gf 与 gf 有 相同 的 
( 同 构 意义 下 ) 素 根系 ， 即 gf 与 gt 同 构 ， 因 而 可 设 gi 对 应 的 
Cartan 分 解 
g; =É; + pi, 1= 1, 2 


满足 
ü + v —1pi = b + v —1b2 = u. 


而 且 gi 的 Satake 图 是 由 gi 的 T- 正常 Cartan 子 代数 bi 按照 
上 述 办 法 得 到 的 正则 Cartan 子 代数 b; 所 决定 .于 是 在 等 价 意 
义 下 有 AL A, 与 Aa，As 相同 . 其 中 A, A; 是 ge = u“ 对 
pi, bi 的 根系 .由 上 面 的 讨论 可 知 dim iT = dimb27, 且 包 对 
br AWAKE. Am t = t. wA gi = gz o 

这 个 定理 说 明 实 半 单 Lie 代数 也 可 按 Satake 图 分 类 . F 35 
具体 给 出 典型 实 单 李 代 数 的 Satake 图 . 


4.21 典型 实 单 李 代 数 的 Satake 图 
在 本 节 中 我 们 用 — 典 型 李 代 数 的 根系 的 标准 符号 . 对 合 自 同 
构 为 


t = toe, 
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4.21.1 Aí; 
A, 伴随 表示 的 扩充 图 为 


l. t= I. A 的 素 根系 为 oi, ao, ..., OI. 这 里 
ai 一 和 Xi 一 Ai 1 <š < I. 


次 序 是 
Al > 和 2 >> 入 [十 1. 


将 3.5 的 命题 2 后 Al PR a = a, 的 实 李 代数 记 为 Al. 其 
特征 子 代 数 to 的 素 根系 是 


(o), -2+3 Qi—l; Qi+l; 5 ai}. 


AF 为 (Ai) x (Ar) 的 权 . 
y(Ai-1) 的 权 是 A 和 1 > Xa > … > Ai 
7(4-i) 的 权 是 一 MA+1 > —M > … > Ait 
所 以 Y(A4i-!1) x yA) 的 权 是 上 面 权 的 和 ， 其 首 权 为 


Y= 入 1 一 入 十 1. 
易 知 4.3 中 所 求 的 子 集 ao 为 
fm = M — Ait, 1<t<i}. 
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在 此 集中 定义 次 序 


m > 2 > Di 


令 兴 = ry MI 
Air- A2) = > 0i- MN, Xi 一 AH 
= (+ 1) — v2) 
类 似 地 ， 可 得 


od=( 十 1 一 TH 1<t<i-l; 
a; = (I + 1)y;; 
a, =0, i+1<s<1-—: 


at =h 1<t<i-1. 


因此 ， Satake 图 是 


l [—1 li-itl i 2 1 
O——O.- ----- O------ O------ O—VWP 
af a, a; a o ai 
未 标 出 的 点 属于 Ho. 
2. to TI. 


1) i= 2m. 图 是 
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g 的 伴随 表示 的 首 权 o = À — An 因为 如 (2) = e, 所 以 
ç € bj, BI y g Ao. M p 不 是 to 的 根 故 知 o c AT. H 
m = e= i An. 同样 可 得 


Y2 = P — a= À2 — Xi, oo, Ym = Àm — ÀAm+2: 


所 以 如 = $> Rm BP dim bo = m. 而 


dimb£ = dim bç = m, 


所 以 这 时 是 正规 实 形式 ， 它 的 Satake 图 与 g 的 图 一 致 . 
2) 1=2m-1. 图 是 


(i) a 是 标号 为 m 的 点 . 
这 时 表示 (Dm) 的 首 权 是 
一 Crm = Àm+1 一 Am € b+. 


取 Yi = Åm = Am+1 一 Àm, 则 


Y2 = -Am — Am-1 一 Am+1 = Am+2 一 Am 一 1 


Ym = À2m 一 ài- 


所 以 dim bo = m, 而 dimby =m - 1, ML ao = 2m — 1 = L. N 
此 是 正规 实 形式 . 
(ü) to = y2(Cm). 扩充 图 为 
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因为 tola) = aini RAK i= m 时 tolam) = am, 其 余 的 
tolai) Æ ai (i Z m), 所 以 ai € Ao, 因此 ai Z An, (i £m). 而 
tolam) = azm. 因此 am € Ac. 大 A = Al, BH An = 0. 因此 
b, = nao. 因为 


tolai) = ai ¿=1,2,..., L, 
所 以 
told) = 一 N+2 i 一 1 2 l; 
Lo (À 十 AH2i) = —(Ni 十 和 XI+2-1- 
因此 
J = M +A Y= À2 + Àp Tn-l = Ó2m—1 + Am+2 


构成 DZ 的 基 可 以 将 (l, 2,..., 1+1) 作 一 定 的 置换 ， 即 施用 
Weyl 群 的 元 素 作 如 下 对 应 : 

= = 和 Al 十 和 2， 

89 > V2 = A3 + A4, 


: 


Fm > Ym-1 = À—2 + ÀMi—1- 
于 是 得 到 


oa = 0, 


ah = (1—1)(%— %2) 
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令 次 序 为 


>> e> Ym_1>0. 
得 Satake 图 为 


co- an-z az a 
4.21.2 Bı 
扩充 图 为 
I i= itl i il 3 2 1 
-ġ 


取 a 是 标号 ?的 点 ， ¿= 2, 3, ..., l-1. 则 to = y1 (Bı—:;) x 
7Y1(Di), 其 特征 子 代数 的 素 根系 为 


Qi—1, Œi—2, ..., Ql —@; Qi+l; O;+2, ..., QL 
这 些 素 根系 决定 于 排列 


À <AX -II< 0t < Àg < Àj; 
Ai+1 > Aig > ::: > M. 
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表示 yq1(B1_i) x (Di) 的 权 分 别 是 表示 = (B, _;) 与 表示 z (Di) 
的 权 的 和 ， 可 以 将 两 者 的 权 作 排列 如 王 


=i < Ài < ie K A KO K A < Ai 十 1j 
`i < Aia Loe ÀM < —À < —ÀA <… < i < i. 


首 权 是 Xi+l A H, 和 +1 一 入 低 的 权 依次 为 : 


Aiti I Ai Aii S Ai oo’ Aipa AÀ; 
Mipi + Aii Ntit M2 e’ Ai+l 十 和 Al 


其 中 Am tA E QA AA) 的 首 根 ， 这 样 得 到 
yi = Ai — Mi Y= Aipa F Ai. 
1， 如 果 2 < 1, 可 以 依 此 类 推 ， 得 
ye = Àit — Àk, Ti 一 AH 十 Nt 2<1<:. 


所 以 {7 Y- e Yi Yi} 是 所 求 的 集合 . dima = 2i. 从 
Ak 的 定义 假定 


(Ak, Aj) = 0k 1l<k,j<1. 
重新 排 一 下 次 序 . < 
yt = Mtit + At, Y-t = Azii- À, 1<t<i. 


由 于 
(Mt— M41) =0, 2i+1<t<l-1; 4 = 0, 


所 以 只 有 


ÀM — Àz, M2 — s, ..., Azi — Azi € IT\ Mo. 
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而 这 些 素 根 的 个 数 等 于 dim ao = 2i. 于 是 总 可 以 取 次 序 使 得 
(和 1 一 A2} > 0, (À 一 Àa)' > 0,... ; (Azi 一 À2:+1) > 0. 
因此 Satake 图 为 


e——p—- ---o—o----o—o— 


2. 如 果 2i > L 这 时 我 们 可 以 对 权 A 应 用 一 个 Weyl 群 
的 元 素 使 得 
:AN 一 和 il， 1<i<1. 


于 是 权 的 次 序 有 排列 

Aiti < 一 Xi < < —À < MN < ::: < Aiga 

Ai < A-1 <: <À <0<-A <: < —M. 
同样 ， 下 面 的 根 就 是 我 们 所 求 的 集合 

AMitt 土 Mtrl, Mitl, 1 <t < ¿ 
所 以 dim oo = 21 — 2i + 1. 
(M12is — A2t—i-s-1) = (AN) = 0, s=2, 3,.... 

于 是 Satake 图 为 


人 —P—OƏ R - --O——əO—.—.oəÓ----S—oOo 
, , , 
Q2—2i+3 92 ai 


3， 对 于 ;= 1 及 ;= ! 上 面 的 图 也 成 立 . 
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4.21.3 C, 
扩充 图 为 


QCe——----e—e—.----e— o 


a CI 一 1 Qi, az al 一 中 


ai = ài — àii, 1<4<1-1; 
a = 2M; 
-Y = 2 和 1. 


取 a RREA iA, i=1,2,..., 1-1. W 
to = (Ci) x 71 (Ci-). 
可 以 将 yi (C;) 的 权 排列 为 
À; < A1 < iee < À < ÀL 
将 Xm(Ci-i) 的 权 排 列 为 
Ait 1> Aip > > AL 
依照 Bi 的 情形 分 别 排列 为 
| Aip < Aip < < —ÀM < ÀM < < Nt 
ÀX < Ai í<: < Àj <O A < ::: < 一 入 i. 
首 权 是 Xi+l A 依 此 类 推 ， 可 以 求 得 所 需 的 集合 为 


diyt — Aiti- 1 < t < š; 2<1. 
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所 以 秩 为 i. 利用 Weyl 群 的 元 素 可 以 将 上 面 的 根 分 别 对 应 着 


W = A-1 +w, 1<4 <i. 


1. # 2 < 1, WJ 
Cok-1 一 0, 
Qk = Yk — k+ 1 < k <;; 
o; = 0, j>i. 


于 是 Satake 图 为 


一 


了 + 


at ai- az ai 
2. # 2i=1, Wi 
a2k_1 = 0, 
Ook = Yk — Yk+i, 1 <k<i~l; 
ala =0, 
af = %. 


所 以 Satake 图 为 


3， 对 于 取 a 为 标号 1 的 点 ， 则 to = Tx yi) 是 正规 
实 形式 ,不 再 讨论 . 
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4.21.4 D, 
扩充 图 为 


1. to= I WHE. 

(1) 4 a 取 标 号 为 i 的 点 2 < < 1-2, W to = 
yı(D:) x 4 (Di). 

G) 2¿+1<1lB, 将 4(Di) 的 权 表 为 


-> 一 NT>:…> 一 AI>AI> > Ai 
将 (Dii) 的 权 表 为 
Aia > Ag > > A d> LA > > At 
首 权 是 Mi 一 MN. 利用 Bi 的 方法 ， 可 求 得 所 需 根 的 集合 为 
NrtitAitit, SLi 
所 以 dim ao = 2i. 
of =0, +1<j<l 
因此 Satake 图 为 
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(ü) 3 24+1=lR], 
, , 
GI GI = 了 1 + Y-1 


其 中 yki = A1 + M. Satake 图 为 


(ii) 2i =/ 时， 是 正规 实 形式 . 

(2) Ra 为 标号 1 的 点 ， 可 以 归结 于 (1) G) 的 情形 . 

(3) 取 o 为 标号 !- 工 或 1 的 点 W to = T x yA). 
Ai 的 素 根 为 


œt = À — àti 1<t<1-1. 
7Y2(41-1) 的 首 权 是 和 1 十 和 2. 可 知 
(Ak + À;) € An, k), 1<k, j <l. 
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所 以 Ak +à € AZ. 因此 所 求 根 的 集合 为 
{=2m, Miit+M2, 1<t<m; 
[=2m + 1, Mi-l+ Mz, 1 <t<m. 


(i) {i= 2m 时 ， 
as3k_1 = 0; 
aak = yk Tkt 1 < k <m-1; 
1 Lo 
9-1 = 0; 
Q = 2Tm- 
Satake 图 为 


Gi) l=2m+1 hf, 


I — n: 
Aak] = 0; 
Qk = Yk — yka 1 < k <m - 1; 
a2 = 0; 


t — T 
QI-1 = A = “m: 


Satake 图 为 


+ 
az ai 
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2. 加 天 工 的 情形 ， 加 对 应 的 实 李 代 数 的 扩充 图 为 


(1) 取 是 标号 为 i (1<i<1-2) 的 点 W 
to = 9(B;) x m(Bii-1). 
7(Bi) 的 权 可 依次 排列 为 
一 Ai > —AÀ 1 >: > A > 0 > À > +: > Ai 
而 m(Bi-i-1) 的 权 为 
Aiti > Aip > > AI > 0> —M > > 一 和 iT1， 
G) 2i < 7/ 时， 所 求 根 的 集合 为 
{Aii E Ai Aipa E Aii, .A2i 土 和 1，A2i+1}. 


用 同 B, 的 方法 可 以 得 到 Satake 图 


(ü) 对 于 2i > L Satake 图 为 
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>— -2 o— o 
(3) 分 两 种 情形 . 
(i) 1=2m, i=m 时 to = (Bm 1) X (Bm). Satake 
图 为 
> i 3 


(ü) l=2m+1, i=m if, to = x((B,,) x 4q(Bm) 是 正 


规 实 形式 . 


例外 复 单 李 代数 的 实 形式 所 对 应 的 图 也 可 以 如 此 求 出 ， 可 


参看 [37]. 这 里 不 再 叙述 . 
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第 五 章 ”实现 和 自 同 构 


前 面 我 们 已 经 完成 了 实 单 李 代 数 的 分 类 ， 也 就 完成 了 实 半 
单 李 代 数 的 分 类 ， 本 章 我 们 讨论 实 半 单 李 代 数 中 的 若干 问题 . 
诸如 第 一 类 典型 实 单 李 代数 的 实现 ， 实 半 单 李 代 数 自 同 构 ， 拟 
内 自 同 构 ， Weyl 群 ， 实 半 单 李 代数 的 某 些 应 用 等 . 


5.1 第 一 类 实 单 李 代数 的 实现 


我 们 考虑 实数 域 或 复数 域 上 n 阶 方 阵 . W 4 E n 阶 方 
阵 ， 分 别 以 4 与 A 表示 AWEH. A 称 为 反对 称 
的 ， 若 A+ A= 0，4 称 为 对 称 的 ， 若 纪 = A. 4 是 实 的 ， 
3: Á = A. 4 称 为 Hermite t, # tA = A. 4 称 为 反 Hermite 
É, # tA + À =0. 

以 Ey 表示 方 阵 (Si6u)i<h isn F = È Es 为 nn 阶 单位 


方 阵 . 又 令 


p p+q -I 0 
ps=-D_ Bs + 5; Bi = [ "Ñ n): 


i=l j=p+1 
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i=2p+q+1 
-p 0 0 


© 
© 
| 
~ 
aooo 


域 CORR R E PT n MIERA gln, C) 或 gl(n, R) 
表示 之 ， 方 阵 4 的 行列 式 以 det A 表示 之 . 


GL(n, R) = {4 € gl(n, R)| det A Z 0}. 


它们 对 矩阵 的 乘法 成 群 ， 称 为 ( 复 、 实 ) 一 般 线性 群 . 其 李 代数 
分 别 为 gl(n, C), gl(n, R). 


SL(n, C) = (A € GL(n, C)|det A = 1}, 


SL(n, R) = {A € GL(n, R)| det A = 1). 


它们 分 别 是 GL(n, C), GL(n, R) 的 正规 闭 子 群 ， 称 为 ( 复 、 
实 ) 特殊 线性 群 . 李 代 数 分 别 为 


sl O) = {A € gl(n, C)|trA = 0), 
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sl(n, R) = {A € gl(n, R)|trA = 0}. 


U(p, q) = (g € GL(p +q, C)|%I,,g = 1pg}, 
U(n) = U(0, n) = UG, 0) = (g € GL(n, C)|%g = In}, 


分 别称 为 (p, q) Bl Aem Es Pt. 
EK GL(n, C) REXER. M U (p, q) 为 其 闭 子 群 . 维 
数 为 (p + q)?2. U (p, q) 的 李 代数 为 


u(p, q) = {A € gl(p +q, C)|!'AI,, + LA = 0}, 
(m) = {A € gl(n, C) + A = 0). 


BI u(n) 的 元 素 由 反 Hermite 矩阵 构成 构成 . 
令 
SU(p, g) = U(p, a) NSL(p+g, C), 


SU(n) = U(n) N SL(n, ©), 
分 别称 为 (p, gq) 型 特殊 酉 群 ， 特 殊 西 群 . 其 李 代数 为 
su(p, q) = {A € u(p, q)|trA = 0} = u(p, q) N sl(p+ q, ©), 
su(n) = u(n) N sl(n, ©), 


令 
SO(n, C) = (g € SL(n, C)|'gg = In}, 


SO(n, R.) = (g € SL(n, R)|#g = In}, 
分 别称 为 复 特 殊 正 交 群 与 ( 实 ) 特殊 正 交 群 . 它们 的 李 代数 为 
so(n, C) = {A € sl(n, C)|Í!A + A = 0}, 
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so(n, R) = {A € slm, R)ËA + A = 0). 


SO(p, q) = {g € SL(p+ q, R)|'91,.g = L,4)- 


显然 
SO(n) = SO(0, m) = SO(0, n), 


称 为 (p，9) 型 特殊 Lorentz 群 . 李 代 数 为 


so(p, q) = {A € sl(p +q, R)ÉAI pa + I, A = 0). 


令 
SP(n, C) = (g € GL(2n, C)|9J,g = Jn}, 
SP(n, R) = {g € GL(2n, R)|%9J,,g = Ja}, 
SP(p, q) = (g € SP(p+ q, C)19Kpo5 = Kpa}, 
SP(n) = SP(0, n) = SP(n, 0) = SP(n, C) U (2n). 


分 别称 为 复 辛 群 ， 实 辛 群 ， (p,q) 型 辛 群 及 辛 群 . 它们 的 李 
代数 分 别 为 


sp(n, C) = {A € gl(2n, C)|'AJ,, + JA = 0), 
sp(n, R) = {A € gl(2n, R)AJn + A = 0}, 
sp(p, q) = {A € sp(p + q, C)|'AKpa + KpgA = 0}, 
sp(n) = sp(n, C) N u(2m). 
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SO*(2n) 
= {g E GL(n, C)| det g = 1, yng = Ja, ‘yg 三 Loa] 
= (g € SO(2n, O)|%J,8 = Jn}. 

在 C2" 中 定义 变换 y: 


pz1, Z2, Qt n+l, '' "5 Z2n) 


一 (Zn+1 "yy Zn; —Z1, 一 22， `... — Za). 
最 后 ， 令 
SU*(2n) = (g € SL(2n, C)|g% = Y9}. 


SO* (2n), SU*(2n) 分 别称 为 特殊 正 交 星 群 与 特殊 丁 星 群 . 它 
们 的 李 代数 分 别 为 


so* (2n) 
= {A € gl(2n, C)|'AJ,, + InA=0,4+4=0}, 
su* (2n) = {A € si(2n, C)|Av = YA} 
= {A € sl(2n, C)|AÀJ,, = JnA}. 
我 们 已 经 知道 
GL(n, C), SL(n, C), SL(n, R), SO(n, O), 
SO(n), SU(n), U(n), SP(n, O), SP(n) 
都 是 连通 李 群 ， 而 GL(n, R) 有 两 个 连通 分 支 ， 一 个 行列 式 为 
正 ， 另 一 个 行列 式 为 负 ， 详 细 证 明 可 见 [10]. 
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引 理 1 以 = 表示 拓扑 间 构 ， ~ 表示 同 胚 ， 则 我 们 有 
(1) SO(2n)N SP(n) = U(n); 
(2) SP(p, q) NU(2p+ 2q) ~ SP(p) x SP (q); 
(3) SP(n, R) n U (2m) = U (n); 
(4) SO*(2n)NU(2n) = Un); 
(5) SU, a) NU(p+q) = S(Up x U) 
~ SU (p) x T x SU (q); 
(6) SU*(2n) N U(2m) = SP(n); 
其 中 A € S(U, x Ua) 当 且 仅 当 


A = diag (gi, 92), gı € U (p), g2 € U(q); det A=1. 


T 为 一 维 环 面 ， 即 modi 的 复数 乘法 群 . 
证 (1) ge SO(2n)n SP(n), i 


于 是 有 g = Da. ‘gg = Dx. lgJng = h. 因而 有 g = g. H 
g = g, Jag = 9gJn. tk 


A=D, B=-C; 
AA + B!B = In, AB — BA = 0. 


即 
(A+ /—1B) *(A — /—1B) = Jn, 


即 A+ /-1B e U(n). 因而 (1) RX. 
(2) 为 证 明 (2), + 


V = {g € GL(2p + 2q)|gK,,9 = K,q)- 
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则 有 | 
| SP(p, q) = SP(p+ q, C)NA V. 
SP(p, q) N U (2p + 2q) 
= SP(p+q, C)n V NU(2p + 2q). 
+E g € SPG, q) RU(2p + 24) 当 且 仅 当 
gyKpgd = Kya, g9 = Dy+2a: 9Jy+q9 = Tpha: 
亦 即 有 


g = g, Kyqg = gKpg, 多 .Jp+99 = Jp+9- 


令 
Xi X Xi X14 


J= X21 X22 X23 X24 
X31 X32 X33 X34 
Xa X42 X43 X44 


由 gKpg = Kpag 得 到 Xi = 0, 8 ¿+ j = 1(mod2), 
Xu 0 X13 0 
_ | 0 X2 0 Xa 
I=] Xa 0 Xz 0 
0 Xe 0 Xa 
再 由 tg = 72p+29， 得 
Xu Xis Xs Xa 
€ U (2p), E U (2q). 
Es x) (2p) (x x) (29) 
再 由 lyJprqg = Jptg; 得 


X11 x i 
e€ SP(p, C) NU (2p) = SP (p). 
(x X33 (p, O) (2p) = SP (p). . 
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X22 x) 
e SP(q, C) n U(2q) = SP(q). 
( Xa Xu (q, C) N U (2q) (q) 


于 是 (2) 成 立 . 
(3) 因为 SP(n, R)ñn U(2m) = SP(m) N SO(n) = U(n). 
(4) 因为 ge SO*(2n) 35 B IX 234 tJa = Jn, gg = Ian, 
故 


SO*(2n) RU(2n) = SO(2n) N SP(n, C) 
= SO(2n) N SP(n) ~ U (n). 


(5) ge SU(p, 2) R U(p +q) 当 且 仅 当 


这 里 gı € U(p), g2 € U(q), det gı det g2 = 1. 故 由 
det g; 


yı € SU(p), y2 € SU(q), 有 映射 
g — (=, det gi, %2) 


将 SU(p, g) D U(p+ q) B A. SU(p) x T x SU(q). 这 是 连续 ， 
一 一 ， 到 上 的 上 映射， 但 不 是 同 态 . 因而 (5) 成 立 . 

(6) g € SU*(2n) N U(2n) SERA 9J,, = Jng, gg = 
Izn, detg = 1, BP J,g = Jn, q9 = Imn. MHEN g € 
SP(n, C) AU (2n) = SP(n). BI (6) 成 立 . a 
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在 进一步 讨论 所 述 群 的 性 质 之 前 ， 需要 两 个 结果 . 
1. W c; € O, b; € R, Q(t) = > cjebit, 则 
j=1 


Q(t) = 0, Vt € Z， 当 和 且 仅 当 Q(t) = 0, Vt € R. 
事实 上 ， 可 以 假定 六 夭亡 , *4 ¿Z j BF, 48 n 维 向 量 


B; 一 (1, ei, ei, 1ng et 一 1)， J = 1, Nn. 
TES 
n n 
Los- = (os cje ) ODC CAR ...., Y ged) = (J. 

I=1 j=1 j=1 
但 是 861, …，Bn 线性 无 关 . 故 cj = 0, j=l, 2,…, n. 因而 
Q(t) = 0, Vt € R. 

2 令 


p(n) = {A € gl(n, C)|4 = A), 
P(n) = {4 € gl(n, O)ËA = À, A > 0}. 


则 exp : p(n) > P(n) 是 到 上 的 同 胚 映射 . 
设 À € p(m), FE: H ‘A= 4 知 4 的 特征 根 为 实数 ， 故 
exp 4 的 特征 根 > 0. 又 


exp A) = expt4 = exp À = exp A. 


因而 exp A € P(n). 
反之 , # P € P(n), WA U E u(n) 使 


UPU-1 = diag(Mi, À2, 4, An), A > 0. 
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大 n; = In À); € R. £ 


A =U`!diag(/ui, +, pn)U 
= Üdiag(u1, -…, pn)U. 
故 有 
4 =Udiag(m, -, pm)U 
= Üdiag(m, `: , na)U 
= À, 
U PU! = expdiag(u1, *…, Hn), 
P =U (expdiag(p, >, Hn))U 
= exp(U™ diag(p1, >+, #a)U) 
= exp A. 


因而 映射 exp 将 p(n) 映 到 P(n) E. i A € p(n) 亦 使 P = 
exp 4'. 设 Qs 是 4 之 属于 ji 的 特征 向 量 ， ql，Q2,..., om 线性 
ER. 又 设 c 是 4 的 属于 特征 值 w 的 特征 向 量 . o' = D roi. 
即 有 
Pa’ = (exp A'a’! = et o! = Y rie au， 


男 一 方面 ， 有 
Pa’ = (exp A') Y riai = 5 zi etos, 


因而 z, (e — et) = 0, Bp e Z eri, Wj z; Z 0. 换言之 ，zi Z 0, 
MJ ex = et. ik w = pi. B 


Ao = 》 z Ao, = 》 ripiai = pho, 
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即 4' 的 任 一 特征 向 量 也 是 4 的 属于 同一 特征 值 的 特征 向 量 . 
因而 A = A, B exp 是 一 一 的 . 

显然 exp 是 连续 映射 . 现 证 明 逆 映射 也 连续 . 注意 到 exp : 
gl(n，C) > GL(n, C) 是 局 部 同 胚 的 ， 故 由 exp 在 p(n) 上 是 
一 一 的 .， 故 其 逆 在 P(n) 上 连续 . 故 exp 是 p(n) 到 P(n) 上 的 
同 胚 映射 . 

由 以 上 两 点 我 们 可 以 得 到 下 面 的 结论 . 

引 理 2 k G 是 GL(n, C) 的 一 个 伪 代 数 群 ， 且 满足 ge 
G, W eG. 则 存在 一 个 整数 d > 0, 使 得 G ~ (GnU(n)) x R£. 

证 首先 我 们 证 明 ， 如 果 H Epin), H 


expH E€ Gn P(n). 


则 
exptH € GN P(n), Vt € R. 


事实 上 ， 设 G 的 定义 多 项 式 集 为 
Fale, Lia, ee, Th, e) = 0. 


(xij 十 v-iz) € G. 在 Fa F£ rl}; = z;, £h = 0, Tij = zij = 
0, +Z g. 则 得 一 新 方程 组 


F} (£1, 5, £n) = 0. 
# A = diag(m, +, Hn) € p(n), exp À € G, WA 
F! (ei, -| , e) = 0, 
有 (er er) 一 0 m Z. 
由 前 面 之 结果 工 知 
本 (et yet)=0， VEER, 
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Fl exptA € G n P(n), Vt € R. 
车 H € p(n), WA U € u(n), 使 得 


UHU-1 = A = diag(#1, >, Hn). 
于 是 有 I 
exp(UHU-1) e UGU 1, expt(UHU-1) € UGU 1, 


vte R. šk exptH € G, Vt € R. 
对 g € GL(n, C), g € P(n), ME g = exp H, H € 
p(n). 令 P = expšH. FÆR P € P(n), H 


t P-1gP-1 = In. 

i gP! =U € u(n). g = U P. 

# g 8 G, ç € G, 于 是 P = expH € Gn P(m). 因而 
PeGNP(n). 故 U € GNU(n). 因而 映射 

g — (U, P) 

É G 到 (Gn U(n)) x (Gn P(n)) 上 的 一 一 映射 由 于 G 的 拓 
扑 是 GL(n, C) 的 诱导 拓扑 HOE PE. 

ig A GEERS. GL(n, C) 的 李 代 数 有 分 解 

gl(n, C) = u(n) + p(n). 


X > —!X 是 gl(n, C) 的 对 合 自 同 构 ， 8 在 此 对 合 自 同 构 下 不 
变 ， 因 而 

g =u(n)Ng+p(n) Ng. 
又 exp : pln) Ng + P(n) nG 是 到 上 的 一 一 上 映射 ， 故 为 同 且 映 
射 . 而 p(n)Nng~ Ri. 
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故 引 理 成 立 . 口 
定理 3 (1) 连通 的 典型 李 群 有 

SU(p, q), SU*(2n), SO* (2n), SP(n, R) 及 SP(p, q). 
(2) 典型 李 群 SO(p, q) (0 < p < p + q) 有 两 个 连通 分 


证 所 有 这 些 群 都 是 伪 代 数 群 , W H 38 E g e G, WJ ç € G. 
显然 
SU(p, 4) N U(p+ q) ~ SU(p) x T x SU(9) 连通 ; 
SU*(2n) 咯 U(2n) = SP(n) 连通 ; 
_ SO* (2n) R U(2n) = U(n) 连通 ; 
SP(n, R) U(2n) = U(n) 连通 ; 
SP(p, q) NU(2p + 2q) ~ SP(p) x SP(q) 连通 . 


再 由 引 理 2, 30 (1) 成 立 . 
又 


SO(p, q] NU(p +4) = SO(p, q) N SO(p + q) 
= (diag(A, B)|A € O(p), B € O(q), det A det B = 1} 


有 两 个 连通 分 支 , 故 SO(p, q) 有 两 个 连通 分 支 . 口 
我 们 知道 sl(n+1, C) 即 为 An, 紧 致 实 形式 为 su(n+1, C). ' 
so(27 + 1, C) 即 为 Bn, 紧 致 实 形式 为 so(2n + 1). so(2m, C) 
即 为 Dn, 紧 致 实 形式 为 so(2n)，sp(n，C) 即 为 Cn, RAX E 
式 为 spin). 现在 分 别 考虑 它们 的 对 合 自 同 构 . 
47 型 ， gu = su(n), 0(X) = X. 


{X € su(n)|X = Xx) 
{X € so(m)] = so(n). 


to 


lI 
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V-lpo = {X € su(n)|ž = —X) 
{X € sl(n, C)ËX +X =0, X = —X) 
{X € si(n, O'X = X, X = -X}. 


故 
Po = {X € sl(n, 了 II = X}. 
因而 有 
g0 = to + po = sl(n, R). 
因而 当 > = 2m 时 ， 


g = Azm-_1, to = so(2m) = Dm; 
x n = 2m + 1 W, 
g = Azm, to = so(2m + 1) = Bn. 


它们 分 别 为 A2m-1, € = co expadH, io = m; Asm, o = oo. 
AII. gu = su(2n), 0(X) = XT. 


to = {X E€ su(2n)|J, À =X Jn} 
su(2n) N su’ (2n) = sp(n) C su*(2m). 


li 


V 一 lpo = {X € su(2m)|J,, X = -X Jn}. 
po = {V-IX € su*(2m)|X € su(2n)}. 


因而 有 
go = to + po = su* (2n). 


此 为 Azm-_1, G = oo. 
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AII 型 . gu = su(p + q), 0(X) = lpgX pq. 
to = 
{diag(A, B)|A € “O): B € u(q), tr(A + B) = 0). 


C = 1 ( ° iz MM |Z: pxq mem). 


»={(_ gaz V0)1z: px q SEM) 


C su(p, q). ` 
所 以 
go = to + po = su(p, q). 
注意 到 
4 0 
0 B 
_ (一 k (tr A)1, 3 ñ (PD 0 ) 
0 0 0 l(trA)T 
0 0 | 
tlo -ltr4) 石 岂 
因而 
to S su(p) x co x su(q). 
co 是 to 的 中 心 . 


此 为 Aptg-1) oO = eH, to 为 P 或 q. 
BDI 型. g, = = so(p + q), 0(X) = L, X yaa (p > q). 


w={(4 B) | A € so(p), BE sola) } 


so(p) x so(q)- 
s -1( y DIXAN px SB). 
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因此 


go 一 fo + po 
=-{(_ Ax z) | A € so(p), B € solq), 


X AX px q EBE). 
作 go 到 so(p, q) 上 的 映射 


(Ax “一 人 B) 
由 于 


人 


0 kh 
(AX 
ZX BJ’ 


所 以 go S so(p, q). 
下 面 分 情况 讨论 . 
p +q = 1(mod2), 即 为 Bi l= (p+ q — 1). 
p = 1, q = 0(mod2), to = D; x Bi, 


. 1 
o= e1 ig = zP- 1). 


p = 2, q = 1(mod2), so(2) 可 换 . 故 
lo ST x B1, o =e, i=1. 


p +q = 0(mod2), 即 为 Di, l= #3(p +q). 
p = 1, to S Bi-1, 0 = 00. 
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a N 一 


O= TATT œ 


L N 


p=q= 1(mod2) (> 3), to = B; x Bri_1,;1= 3(p — 1). 


o= e eH 


. . 1 、 
; io=i= 3- 1). 
p = 2, q = 0(mod2). 


dH 


to ST x Di1, o = e” , to = 1. 
p = q = 0(mod2) (> 2). 
to S Di x Di-i, i=” o= eh, w=? 


DIII 型. gu = so(2n), 0(X) = J.X Jz’. 
to = so(2m) N sp(n) = u(n) ST x An-1. 


V —1po = (x: 2) |X1, X2 € so(n))- 


因此 
go = to + po = so" (2n) 


为 Dn, o= edH. Qio = Qn 或 an-1. 


CT 型 。 gu = spln), 0(X)= X. 注意 到 ， 
X € sp(n) @! X + X = 0, 'XJ, + J,X =0. 
因而 有 
X = X = —(IXJ,)J71 =- (nX) J; = nX Ja. 
to = sp(m) N so(2n) = u(n) ST x An-1. 
V—1po = {X € sp(n)|X = -X}. 
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po = (X € sp(n, R)NV-1sp(n)}. 
因而 
go = to + po = sp(n, R) 


为 Cn, o = esdH ; =n. 
CH 型 . g. = sp(p+ q), 0(X) = KpgX Kpg. 
XE to, Bp 


KpgX — XK = 0, ‘X = — X. 


即 有 
X Kpg + K,,X = 0, X € sp(p, q). 
to = sp(p, q) N u(2p + 2q) ~ sp(p) x sp(q). 
V 一 lo = {X € sp(p+q)|KpoX Kpa = — X). 
因而 有 
XK, — KX = 0. 
于 是 有 
V1XK,o + Kpg(V—1X)=0. 
”因而 
po S sp(p, q). 
于 是 


go = to + po = sp(p, q) 


为 Cp+q 0 = esdH ; = p. 
这 样 我 们 把 典型 第 一 类 实 单 李 代数 ( 李 群 ) 均 用 线性 群 实现 
了 . 
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5.2 ” 实 半 单 李 代 数 的 自 同 构 群 


设 go 为 实 半 单 李 代数 . Autgo 为 其 自 同 构 群 . Intgo 为 
单位 连通 分 支 ， 由 edo 生成 ， 记 为 Adgo. 
引 理 1 实 半 单 李 代 数 go 有 Cartan 分 解 


go = to + po, 
则 在 Autgo 的 每 个 连通 分 支 中 可 取代 表 元 o, 使 得 
a(to) = o, c(po) = po- 
证 i$ > € Autgo, 于 是 go 有 Cartan 分 解 
go = r (to) + r (bo). 
由 Cartan 分解 在 Adgo FHH, TEA oo € Adgo, 使 得 
oo7(to) = to，oo7(po) = bo. 


令 c = or, WE T = ozto. T, o 在 Autge 的 同一 连通 分 支 
H. 故 引 理 成 立 . 口 
定义 1 设 实 半 单 李 代数 go 有 Cartan 分 解 


go = to + po. 


对 此 Cartan 分 解 ，bo 为 有 标准 分 解 的 最 大 紧 Cartan 子 代 数 ， 
即 
bo = br + bv, 


br 为 to 的 Cartan 子 代数 ， 若 co € Autgo, 满足 
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(1) colo) = to, oo(po) = bo, colhr) = br, colby) = 
bv; 
(2) # Ho A tC 关于 S 的 一 个 素 根系 ， 有 


oo(IIo) 一 Io. 


则 称 oo 为 go 的 正则 自 同 构 . 

自然 ， 正 则 自 同 构 与 Cartan 分 解 ， bo 的 选取 及 Ho 的 选 
REX. 对 正则 自 同 构 有 下 面 的 结论 . 

定理 1 设 go 为 实 半 单 李 代 数 ， 取 定 Cartan 分 解 ， 


go = bo 十 po, 
标准 分 解 的 最 大 紧 Cartan 子 代 数 
bo = br + by, 


及 tÇ H bF 的 素 根系 后 ， Autgo 的 任 一 连通 分 支 中 有 正则 自 
证 任 取 Autgo 中 一 个 连通 分 支 ， 则 有 元 素 oi, 使 得 


oi(t0) = ĉo, o1(po) = po- 
因而 
o1(ho) = o1(b7) + oi(bv) 


仍 为 最 大 紧 Cartan 子 代 数 , 对 go = 如 十 po 有 标准 分 解 . 而 bo 与 
01(bo) 在 Ko = eadto FHH. 故 存在 ki € Ko, 使 得 kici(br) = 
br, kioi(bv) = bv. 同时 有 kio1(t0) = bo, kici(po) = po. 令 
02 = kioi. 显然 ， 有 Ilo, ox(Io) 为 E 关于 hE 的 两 个 素 根 


190 


R. 于 是 有 kz € We = Neler), 使 得 i2oa(IHo) = Io. 于 是 
00 = k202, 满足 


oo(to) = to, oo(po) = bo, 
oo(b7) = br, colby) = bv, 
oo(IIo) 一 Io. 


即 co 为 正则 自 同 构 ， 在 所 取 的 连通 分 支 中 . 口 
下 面 我 们 讨论 正则 自 同 构 的 性 质 . 设 实 单 李 代数 go 有 Car- 
tan 分 解 


go 三 to + po, 


bo 二 bz 十 bv 为 最 大 紧 Cartan 子 代数 . W tÇ 关于 br 之 根系 
为 2260, 素 根系 为 Ho = {a}, ob, ..., ot). 

to 有 不 可 约 实 表 示 (adto, po). 若 复 化 不 可 约 ， 则 有 最 高 权 
和 0; 若 复 化 可 约 ， 则 有 最 高 权 X. X. 

引 理 2 符号 如 上 ， 以 Bo(X， Y), VX, Y € bo i bo 的 
Killing 型 ， co 为 正则 自 同 构 . 则 有 

(1) Bo(@, oç) = Bo(oo(ag)， oo0(0)), 1 < š, j < s; 

(2) Bo(M, X) = Bo(oo(M), oo(N)), š = 0,1,2,1 < 
)j < s; 

(3) 23 (ad, po) 为 第 一 类 不 可 约 实 表示 时 ， co (X) = X; 
否则 有 ` 


co (À) =A, i=1, 2 或 co(M) = X$, colg) = X. 


证 因为 cole, € Autto, B co(br) = br. 因而 (1), (2) 成 
Z. X colpo) = po. 于 是 


k — adoo(k) = coadkoç 1， Vk € to 
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限制 在 po 上 亦 为 t 的 表示 (adoo, po) 且 与 (ad, po) 等 价 ， 又 
go(bT) = b7，co(Io) = Ho, 故 (ad, po) 与 (adoo, po) 有 相同 的 
权 系 与 最 高 权 ， 而 (adoo, po) 的 最 高 权 为 oo0(X), i = 0, 1, 2. 
于 是 有 ao(A) = Ap, CoC) = X. 或 go) = X, oo0O9) = A. 
引 理 证 完 ， 口 

上 面 引 理 的 逆 命 题 也 成 立 ， 即 有 下 面 的 定理 . 

定理 2 符号 如 上 ， Ho 的 置换 co 如 果 满 足 引 理 2 的 (1) 
一 (3) 中 所 述 条 件 ， 则 co 可 唯一 地 扩充 为 go 的 正则 自 同 构 . 

证 因 co 为 Io 的 置换 ， 且 保持 内 积 ， 故 oo 可 扩充 为 to 
的 正则 自 同 构 . 因而 可 扩充 为 go = fo 十 po 的 自 同 构 ， 且 有 


colto) = to, oo(po) = po. 


由 oo0(b7) = br (IN oo(I0) = Ho), 而 包含 br 的 go 的 Cartan 
子 代数 是 唯一 的 . 故 有 oo(bo) = bo. 自然 co(bv) = bv. BI co 
为 go 的 正则 自 同 构 ， 由 上 面 引 理 知 oo (M) = A, 或 o0( 和 XM) = 
入 ,00( 和 3) = 和 .这 就 决定 了 co. 口 

由 这 个 定理 知 为 决定 第 一 类 实 单 李 代数 的 正则 自 同 构 ， 我 
们 可 以 考虑 Io U{XM} 上 满足 引 理 2 中 (1) 一 (3) 的 置换 ， 由 
直接 计算 及 角 图 ， 我 们 立即 得 下 面 的 定理 . 

定理 3 第 一 类 实 单 李 代 数 的 正则 自 同 构 分 类 如 下 . 

(Autgo/Adgo 的 阶 记 为 N) 

HI. H o= eH 给 出 的 分 类 . 

1. AIID: io (1 十 1), N = 2. 元 素 ， 了 和 


= ((1, io — 1)(2, io — 2):…)((io+ 1, Go +2, 1— 1).…). 


2. AIID: io = 4(l +1), N=4. 元 素 ， 了 ol 如 上 ， 


= (ü, DB 1- D). H, 5, 
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及 0102 = 0204. 
3. Bi: lo, N = 2. 元 素 : 


I, (1, 0). 以 Co 记 一 @. 
4. CI: i=l, N = 2. 元 素 : 
L (0, DO, 1— 1)(2, 1-2). 


5. CII: io Z $, N= 1. 38: I 
io =$, N = 2. 元 素 ， 


6. Di: io 3, BR 1— 1, N = 4. TŽ: 
1, Cl = (1, 0), 0? = (I, I 一 1), Cl102 = G201. 

io=l, l-1, N=2. 元 素 : 
I, (0, D(1, L- 1)(2, 1-2). 

io = $.1#4, N=8. 元 素 : I, o= (1, 0), oz = (l, l—1), 

以 及 
oz = (0, (1, L— 1)(2, L- 2)---, 
0102 = 0201, 0103 = 0301, 0203 = 0302, 010203. 


7. Da: io = 2, N = 4!. 群 为 对 称 群 Sa. 
8. Ga: N = 1. I. 
9. Fx: N = 1. I. 
10. Es: io = 1, N = 2. I, (1, 0)(2, 6). 


193 


io = 6, N =2. I, (1, 5)(2, 4). 

11. Ez: 加 二 1 N =2. I, (2, 6)(3, 5)(0, 1). 
¿e= 7, N = 2. J, (0, 1)(2, 6)(3, 5). 

12. Ea: N = 1. I. 

Z. H c = oH (oo 关 了 给 出 的 分 类 . 

只 要 下 面 两 种 情况 N Z 1. 

l. A 1 3. o= (l+ 1). N = 2. 


I, (1', 0). O' 表示 一 po. 
2. D, 1 奇数 .io = (1-1). N =2. 


1 0, (= D1- 2) GU- D, 2 +1). 


5.3 Weyl # 


我 们 在 2.4 中 已 经 定义 了 一 个 实 半 单 李 代数 g 的 Weyl 群 
W(g). 为 研究 W(g), 先 讨论 g 是 紧 半 单 的 情况 .9 的 复 化 g° 
看 作 实 李 代 也 是 半 单 的 ， 记 为 gë. CH Cartan 分 解 为 


g = g+ Jg, 


其 中 J 由 J(z) = /—1z 所 定 的 复 结构 . 令 bo 是 g 的 一 
Cartan 子 代数 ， 则 6 = bo + Jbo 是 gË 的 一 个 T- 正常 Cartan 
子 代 数 . 并且 Jho E gë 的 一 个 约 化 Cartan 子 代数 . 

首先 ，Adgrg 的 元 素 作用 于 g? 是 与 J 可 换 的 ， 所 以 如 果 
将 它 作用 于 g, WE g2 的 自 同 构 ， 而 且 属于 Adeg. KZ, 
任 一 个 Adgcg 的 元 素 p WIF gF 的 对 应 显然 是 gR 的 一 个 自 同 
W. 这 就 得 到 Adung 与 Aducg 同 构 . 


194 


将 gE 的 约 化 Weyl 群 记 为 W-(gë). RAIK HHE W (g) 
与 W(g) 的 关系 . 如 在 4.1 中 , + M' 是 Adung 中 令 Jho 不 变 的 
TË, M 是 M! 中 在 Jho 上 为 恒 等 变 换 的 子 群 , 则 W - (g) = 
M'/M. 利用 上 面 Adung 与 Aducg 的 同 构 , 我 们 将 g? 与 g° 等 
同 起 来 ， AM' 作为 gC 上 的 变换 因 和 J 可 换 , 所 以 令 bo RÆ. 而 
M 内 的 元 素 在 bo 上 是 恒 等 变 换 . 这 就 可 以 看 出 M' = Ko(bo). 
后 者 在 b RRS br 上 的 诱导 就 是 W(g). 于 是 


W (g) ~ W(g). 


已 知 如 果 以 0 = bo + V—1bo 为 g7 的 Cartan 子 代数 ， 则 它 的 
根系 A 作为 /—1bo 的 向 量 即 为 g 的 约 化 根系 (这 里 自然 将 
V 一 lbo 与 Jho EFEX). 因而 关于 g? 的 约 化 Weyl 群 与 紧 李 
代数 g 的 Weyl 群 ， 复 李 代 数 gÇ 的 Weyl 群 是 一 致 的 . 

对 于 任意 一 个 紧 李 代数 g 也 可 以 定义 它 的 Weyl 群 ， 因 为 


g= C(g) 十 g1. 


91 是 半 单 的 ， 若 bo 是 g 的 Cartan 子 代数 ， 则 C(g) 十 bo 是 
g 的 Cartan FRX. < 


W (g) = W(g1). 


也 就 是 说 ，W(g) 是 C(g) + bo 的 变换 群 ， 并 且 在 C(g) 上 为 恒 
等 变换 ， 而 在 bo 上 为 gi 的 Weyl 群 . 
利用 这 个 定义 ， 我 们 进而 讨论 一 般 的 非 紧 半 单 李 代 数 g 的 
Weyl 群 . 
命题 1 设 
g=t+p 
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是 g 的 Cartan 分 解 ， 则 
W(g) = W(8). 


证 令 Wolo) 是 W(g) 内 的 元 素 在 /—1bo 上 的 诱导 所 成 
的 /—1bo 的 变换 群 ， 这样 我 们 得 到 了 从 Wo(g) 到 W (g) KE 
SRy p. 于 是 


ker p = {s € W(g)|s(H) = H, VH € bo). 
仍 以 开 表示 素 根系 .对 于 aeJI sekerp, 有 
(s(o))' = s(a) = œ. 


所 以 
sla)=a 或 者 s(a) = bla). 
总 之 ， 
s(I) = II. 


另 一 方面 ，b' = bo 十 V1b1 是 紧 半 单 李 代 数 4 — t + /—1p lJ 
Cartan 子 代数 ， bn = /—lbo 十 bi E gf = uC HRS. E 
义 知 s 令 ba 不 变 ,而 且 属 于 4 的 Weyl 群 W (u). TF s = I. 
所 以 

Wo(g) = W (g). 


从 定义 知 W (t) 是 Adt 中 令 Vibo 不 变 的 元 素 在 /—1bo 
内 的 诱导 所 成 的 V-1bo 的 变换 群 ， 而 Adit 的 元 素 可 以 扩充 
为 Adat 的 元 素 . 所 以 W) C Wo(g). 另 一 方面 ，Wo(8) 为 
Ko PS p 不 变 的 元 素 在 V-1bo 上 的 诱导 . 而 Ko = Adst, 同 
时 bo € ,所 以 Wilg) 的 元 素 可 以 用 上 的 内 自 同 构 得 到 ， 即 
Wo(98) C W(t). 所 以 Wo(g) = W(t). 于 是 命题 成 立 . 口 
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# V 一 1bo 内 点 的 Weyl 房 在 W(g) 下 是 单 可 递 的 . 

证 利用 W(g) 和 W(t) 的 关系 , 以 及 紧 李 代数 的 Wely 群 
的 性 质 即 可 得 到 . D 

从 上 面 命题 的 证 明 还 可 得 到 下 面 结果 . 

命题 2 W(g) 同 构 于 vibo 内 由 的 素 根系 I(E) 所 定 
的 反射 产生 的 有 限 群 . 

由 于 单 李 代数 的 特征 子 代数 的 素 根 系 已 有 明确 的 表示 ， 所 
以 W(g) 也 可 以 明确 表示 出 来 .我 们 明确 表示 的 是 Wo(g). 要 
明确 W (a) 和 Wo(g) 的 关系 可 参阅 Murakami 或 江 家 福 的 论文 
或 正规 子 代数 的 论文 . 

下 面 讨论 Aut g/Adg 的 结构 . 

命题 3 设 作 (9), Wio) 分 别 是 实 半 单 李 代数 g 的 Cartan 
群 和 Weyl 群 ， 则 


| Autg/Adg = W (g)/W (9). 
证 根据 2.4 的 命题 2 有 
Aut g/Adg ~ K(p)/ Ko(h). 


再 由 2.5 的 引 理 2 知 Ro 是 K(b), Ko(b) 的 正规 子 群 ， 由 此 易 
得 
W(g) ~ K(p)/ Ro, W (g) = Ko(b)/Ro. 
于 是 命题 成 立 . oO 
利用 上 面 关 于 Weyi 群 的 讨论 ， 可 以 将 上 面 的 同 构 关系 进 
一 步 明确 . I 
令 Qo 是 /—1bo ËJ— j E BJ t Weyl 房 . 令 了 是 W(g) 
中 令 Qo 不 变 的 元 素 集合 生成 的 子 群 。 te W (g), WJ (Qo) 也 
是 Viho 的 一 个 Weyl 房 . 因此 由 上 面 的 系 , 有 se W (g) 使 
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得 s .tno) = Qo. 所 以 s.t= h € Z. B: 7 a W(s)/W (g) 
的 映射 志 — iW) 是 一 个 同 态 ， 由 此 映射 是 满 的 ， 故 此 映射 
是 同 构 ， 即 

W(g)/W(ə) = T/T nw) 


由 系 中 所 说 单 可 递 性 知 T n W(g) = (1). 所 以 得 到 
W(g)/W(g) = T 


命题 4 AT ETEV ib 上 的 诱导 变换 群 ， E T 
到 Tr 的 自然 同 态 ， 则 


kerr = {1, 0). 


证 E s € kerr, 则 s 在 Vv-1ibo 上 为 恒 等 变 换 . 若 s《 
Wig), 则 必 为 恒 等 变 换 . 车 s é W (g), 则 是 一 个 外 自 同 构 ， 它 
S g 的 素 根 系 IPE, M s(ID) = IL. 如 果 gÇ 不 为 D4, 则 
s=0 是 显然 的 如果 g" = Ds, 由 于 s 与 0 交换 ， 故 s 只 能 是 
0. Z s= 0. n 
实际 上 ， T 就 是 令 李 代 数 的 图 不 变 的 群 ， 也 称 为 图 自 同 
构 群 . 上 节 我 们 已 经 给 出 了 第 一 类 实 单 李 代数 的 图 自 同 构 群 
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我 们 知道 实 李 代数 g 的 自 同 构 群 Autg 是 实 向 量 空间 上 
的 代数 群 . 令 End g 是 g 的 所 有 线性 变换 所 成 的 实 向 量 空间 ， 
Aut g 是 代数 群 ， 亦 即 它 作 为 Endg 的 子 集 是 一 个 代数 流 形 . 
为 了 了 解 本 节 的 内 容 ， 我 们 先 简略 地 介绍 一 下 代数 流 形 及 代数 
群 的 一 些 知识 和 需要 的 定理 . 
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W V EMRE K Lim pt zi, K 为 实数 域 R 或 复数 域 C. 
E V 上 引进 Zariski 拓扑 如 下 . 

定义 1 V 内 的 子 集 称 为 闭 集 , 如 果 它 是 一 组 V 上 的 多 项 
A {P(z)} = P 的 零点 集 ， 

这 样 的 闭 集 又 称 Z- 闭 集 或 代数 集 . 

例 1 设 V 是 一 个 向 量 空间 ，EndV 为 V 的 所 有 线性 变 
换 所 构成 的 向 量 空间 ， EndV 中 的 代数 群 显然 是 其 中 的 代数 
集 . 

容易 知道 VY 内 的 Z- 闭 集 B, 对 于 V 作为 实数 域 或 复数 域 
上 向 量 空间 的 通常 拓扑 而 言 也 是 闭 集 . 

定义 2 以 K[V] 表示 V 上 所 有 多 项 式 所 成 的 环 . 如 果 M 
为 V 的 子 集 ， 则 称 V 上 以 M 为 零点 的 多 项 式 所 成 的 KV] 的 
理想 为 M 的 对 应 理想 . 

定义 3 V 中 子 集 M 称 为 在 Zariski 拓扑 下 是 连通 的 ， 
如 果 M 不 能 分 解 为 两 个 相对 闭 集 之 和 . 

M 连通 等 价 于 说 M 的 对 应 理想 是 素 ( 质 ) w AB. 连通 集 又 
称 为 不 可 约 . 

Aut g 作为 代数 群 对 于 Zariski 拓扑 来 说 一 般 不 是 连通 的 . 
对 于 一 般 的 定义 在 了 上 的 代数 群 G, 可 以 定义 它 的 Z- 连通 分 
支 ， 称 为 Z- 分 支 . 特别 是 含 单位 元 的 分 支 ， 称 为 单位 Z- 分 支 ， 
记 为 G. REEN G 是 连通 的 或 不 可 约 的 . 我 们 有 下 面 结 

命题 1 i G 是 定义 在 向 量 空间 V 上 的 代数 群 ， 则 G 有 
唯一 的 单位 Z- 分 支 G1, G1 是 不 可 约 的 ， 而 且 是 G 的 正规 子 
群 ，G/G1 是 有 限 阶 的 . 

如 果 g 是 实 李 代数 , HEM g 是 复 向 量 空间 .以 Endg = E, 
Endg2 分 别 表示 p, 97 上 所 有 线性 变换 所 成 的 向 量 空间 ， 则 


199 


FEndgCc 是 Endg = £ 的 复 化 ， 故 可 记 为 £. 

S G 是 g 上 的 一 个 代数 群 ， 其 元 素 是 g 的 自 同 构 ， 所 以 
可 以 唯一 地 扩充 为 g° 的 自 同 构 ， 这 样 可 以 将 G =E £S 的 子 
集 ， 但 它 不 再 是 代数 集 ， 它 的 代数 闭 包 ， 即 包含 它 的 最 小 代数 
集 ， 记 为 GS. 

根据 Chevalley 的 结果 ， 有 以 下 结论 . 

命题 2 令 G 是 gg 上 的 一 个 代数 群 ，GC 为 其 在 g2 上 的 
代数 闭 包 . 

(1) # Q R G 对 应 的 理想 则 义 内 元 素 在 C 上 的 线性 
组 合 所 构成 的 PIEC] 的 理想 W°, 是 GC 对 应 的 理想 . 

(2) 车 Gi 是 G 的 单位 Z 分支， 则 GU 是 G 的 单位 分 
*. 

(3) # tG, (ti € G, 1 < ¿í < h) 是 G/G, 的 不 同类 ， 则 
tiGC 是 GC/GY 的 不 同类 . 

定义 4 设 g 为 实 李 代数 .，g € Autg RA g 的 拟 内 自 同 
构 , 如 果 9 作为 g2 的 自 同 构 是 内 自 同 构 . Autg WHA KE 
构 所 构成 的 群 称 为 g 的 拟 内 自 同 构 群 , Ad ç. 

命题 3 实 李 代数 g 的 拟 内 自 同 构 群 Adg 是 Autg 的 单 
位 Z- 分 支 . 

证 设 义 是 G= Aug 的 对 应 理想 ， 从 上 面 命 题 2 之 (1) 
知 ， 9 的 生成 元 为 GC 对 应 理想 的 生成 元 ， 这 就 易 知 GC 与 
go 的 自 同 构 群 Aut g2 是 一 致 的 ， 即 


(Autg)? = Aut g°. 


S G1 是 G 的 单位 Z- 分 支 ， 从 命题 2 之 (2) 知 它 的 扩充 GT 
是 GO 的 单位 Z- 分 支 . 但 是 ， 复 数 域 上 代数 群 的 Z- 分 支 与 通 
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常 拓扑 连通 分 支 是 一 致 的 . 故 
GS = Adg°. 


这 就 看 出 G1 内 的 元 素 扩充 为 9 的 内 自 同 构 ， 即 为 g 的 拟 内 
自 同 构 . 所 以 
G1 C Adg. 


假定 Gi Z G, 是 Adg/G, 的 一 个 类 ， 则 从 命题 2 之 
(3) H, HGU 也 是 (Autg)C/Aut go 的 一 个 不 为 单位 的 类 ， 故 
tı é Adgl. 这 与 
tı € Adg C Adg° 


矛盾 .因而 
G1 = Adg. 口 


现在 利用 上 节 的 结果 来 看 ， 如 何 具体 计算 出 Adg/Adg 的 
分 支 数 . 
命题 4 £ T=TnW(g9), m 


Adg/Adg = 7. 
证 我 们 已 经 知道 
Autg/Adg = 7. 


所 以 只 要 证 明 pe 7 当 且 仅 当 p 可 以 扩充 为 go 的 内 自 同 构 , 即 
Adg 的 元 素 ， 我 们 知道 车 peT, 则 p 的 扩充 令 g 的 Cartan 
分 解 g 二 二 bp 不 变 ， 将 此 扩充 再 扩充 为 gl 的 自 同 构 ó 时， 

EE ha 上 的 限制 o EW) 反之 ， 如 果 p ET, 则 从 扩充 
定理 知道 p' 可 以 扩充 为 g 的 自 同 构 o, 又 可 以 扩充 为 gl 的 自 
同 构 ， 仍 以 p 表示 之 ， 另 一 方面 因为 0 e W(gS), 所 以 有 一 个 
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5E Ado, CE hr 上 的 限制 是 2. FÆ pS e Aug, HE 
g? 的 Cartan 子 代数 C 上 为 恒 等 变换 ， 于 是 


pip = dH He be. 


p€ AdgÎ, p€ Ad go p € Ad go- o 

最 后 我 们 证 明 由 江 家 福 得 到 的 拟 内 自 同 构 群 Adg 和 Aut g 
的 商 群 Aut g/Adg 与 Satake 图 的 关系 . 

W: 是 实 半 单 李 代 数 g 的 正则 Cartan FAZ, Io 是 bn 
对 一 个 容许 次 序 的 素 根系 . < Kio) 是 Autg F+ Ho 不 变 的 
所 有 元 素 构成 的 子 群 . 令 Ko(Ilo) = K(Ilo)NAdg. # p € Aut g, 
M p(b) 也 是 g 的 正则 Cartan FRÆ, p(o) 也 是 P(b)a 内 的 
一 个 容许 次 序 的 素 根 系 . 由 Satake 基本 定理 ， 知 有 


pr € Adg Ç Adg 
使 得 
pp(Ho) = Ho. 
由 此 可 以 得 到 
Autg/Adg ~ K(Ilo)/ Kolio). 


设 c 为 g rk e B ti, X pe Ko), W o(bz) = br- 
X p€ Autg, K po = op, p(5) =b. & 


R = {p € K(IHo)lp(H)= H, VH € bn). 
又 以 W 表示 天 (Io) 在 bk 上 诱导 所 成 的 群 。 因 此 
W = K(Ilo)/R. 
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可 以 证 明 RC Adg, 进而 RC KoMo). 所 以 有 
Autg/Adg ~ W/Wo, Wo = Ko(To)/R. 
但 是 ，Wo 是 Wg) 中 使 To 不 变 的 子 群 ， 故 W. = (I). 
Autg/Adg ~ W. 


W È br = V1b+ +h 的 等 距 变 换 , 它 与 o 交换 , 而 且 令 容许 
素 根系 Ho TE. 由 于 W 内 的 元 素 与 o 可 换 ， 所 以 令 V-1b+ 
Sy 均 不 变 . 

我 们 知道 容许 素 根系 对 于 b” 的 射影 称 为 g 的 Satake 图 . 
事实 上 ， Satake 图 将 容许 素 根系 Ho 分 为 三 部 分 : 

(1) IÚ = (w|o(e;) = — 1 < í < ÀY; 

(2) Hi = {Qi, Az|o(ai) +o; € T$, A+1<i<àÀ +s}; 

(3) I? = {a;ilolai)- ai € IL, A+s+1<i<A+s+t. 

引 理 1 设 peEW, 则 


p(k) = TË, k = 0, 1, 2; 


HE plai) = œn 则 plar) = er. 
证 &peEW, W po = cp. 于 是 


clp(ai)) = —p(e;), Ya; € II. 


故 p(T18) = II. 
对 a; € IH, $ plai) = œ 则 有 


T$ 3 p(o(a;) -as) = ola) - plar). 
因而 plai) = Qu, t = t, p(ID) = II. 
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同样 ， p(I18) = IN. D 

定义 5 bn 的 等 距 变换 称 为 令 g 的 Satake 图 不 变 ， 如 果 
p 满足 : 

1) p$ Satake 图 的 子 系 IS (k = 0, 1, 2) 不 变 ; 

2) # plai) = os, M plar) = ar. 

定理 1 Autg/Adg = W 是 令 Satake 图 不 变 的 等 距 变 换 
构成 的 群 . 

证 由 引 理 1 知 W 中 元 素 均 使 Satake 图 不 变 . 反之 , # p 
是 一 个 使 Satake 图 不 变 的 等 距 变 换 . 由 于 {Qi 一 o(oi)|1 < š < l) 
构成 V-ib+ 的 基 ， 于 是 


Qai — ay EV-1b+ AM+l<i<AM+is. 
由 此 可 知 Vrt 有 基 
{ai，.…，aA，aa+1 AAH (5 OA+s 一 GOA+s) Y: 
由 于 p £ Satake 图 不 变 ， 所 以 
plai — ay) = oz — av. 


所 以 p 令 /—1bt 不 变 . 因为 p 是 等 距 对 应 ， 所 以 pl) = h. 
由 此 得 po = cp. 从 Araki 的 一 个 定理 知 p 可 以 扩充 为 的 一 个 
自 同 构 ， 即 pe W. 口 

对 第 一 类 实 单 李 代数 ， 只 有 A, Di 和 Es 时 ， 才 可 能 有 
W {1}. A: W 的 阶 为 2. Di (1 > 4): T x AA 时 ，W 的 阶 
为 1; 其 它 情况 ， W 的 阶 为 2. Dy W 的 阶 为 6. Es: W 的 阶 
为 2. 
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附录 工 论 非 紧 致 对 称 空 间 


作为 E. Cartan 对 Riemann 对 称 空间 的 推广 ， 即 讨论 不 
一 定 是 Riemann 的 (riemannian) 一 般 对 称 空间 的 问题 . 根据 
Nomizy 的 讨论 ， 可 以 主要 化 为 一 个 单纯 李 代 数 (不 一 定 是 紧 臻 
的 ) 的 对 合 自 同 构 的 研究 ，M. Berger] 证 明了 一 个 半 单 李 代数 
的 任 一 对 合 自 同 构 必 共 斩 于 令 一 个 固定 的 最 大 紧 致 子 代 数 (或 
称 特征 子 代 数 ) 不 变 的 对 合 自 同 构 ， 因 此 它 在 特征 子 代数 上 诱 
导 一 个 对 合 自 同 构 ， 由 于 特征 子 代数 是 紧 致 的 ， 所 以 它 的 对 合 
自 同 构 的 问题 早已 为 E. Cartan 和 Gantmacher 所 解决 . 但 是 任 
一 个 特征 子 代 数 的 对 合 自 同 构 不 一 定 都 可 以 作为 整个 代数 的 对 
合 自 同 构 的 诱导 .换言之 ， 它 不 一 定 可 以 扩充 为 整个 李 代 数 的 
对 合 自 同 构 . 所 以 找 出 特征 子 代 数 的 一 个 对 合 自 同 构 可 以 扩充 
为 整个 代数 的 对 合 自 同 构 的 充分 必要 条 件 是 研究 非 紧 致 对 称 空 
间 中 最 关键 的 问题 M. Berger 得 到 了 非 紧 致 对 称 空间 的 完全 
分 类 ， 是 对 于 特征 子 代数 的 各 个 对 合 自 同 构 作 了 个 别 的 考察 ， 
利用 了 很 为 复杂 的 计算 而 得 到 的 .本 文 的 目的 即 在 给 出 一 个 一 
般 的 判别 法 则 .利用 它 无 需 特殊 的 计算 即 可 得 到 非 紧 致 对 称 空 
间 的 分 类 . 不 仅 如 此 ， 我 们 觉得 有 了 这 个 一 般 的 判别 理论 ， 对 
称 空间 的 研究 才 是 完备 的 .我们 的 方法 是 建筑 在 我 们 对 于 实 半 
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单 李 代数 分 类 及 其 自 同 构 的 理论 上 的 . 关于 这 方面 的 结果 请 看 
[3] 的 第 四 章 . 本 文 所 用 符号 及 定义 都 以 该 书 为 准 . 


L1 问题 


S 和 g 是 一 个 紧 致 李 代 数 ，t 是 它 的 一 个 对 合 自 同 构 . Pt 
是 一 个 G- 自 同 构 ， 如 果 它 是 [3] 中 的 Gantmacher 标准 形 ， 即 
t=tedf Feb, (L1.1) 
to 是 一 个 令 一 个 固定 Cartan FRA bh 不 变 , 而 同时 令 内 某 一 
组 素 根系 IL 不 变 的 自 同 构 ， 而 且 对 于 任何 a EU 有 to(Xa) = 
X. (X, EWF h 所 定 的 根 a 的 不 变 子 空间 的 基 ， 例 如 Weyl 
基 . ) 称 这 样 的 to 是 正则 的 (canonique). FRA bi H H e b 
B t(H)= H 所 定义 ， 考虑 gw 的 分 解 
gu = gı + VI, (I.1.2) 
其 中 gi 是 上 的 对 应 +1 的 不 变 子 空间 ，iVi 是 对 应 —1 的 不 变 
子 空间 . 
作 非 紧 致 李 代数 g = gi + VI. 9 的 这 个 分 解 称 为 Cartan 分 
解 ， 而 称 称 为 特征 子 代数 ， 可知 它 是 最 大 紧 致 子 代 数 ， 
现 令 gi 的 一 个 对 合 自 同 构 也 是 G- 自 同 构 
p=reH Heb, (1.1.3) 
其 中 > 是 正则 的 ， 而 由 是 由 
Heb, T(H) =H 
所 定义 的 bi 的 子 代数 . 


因为 eii 是 内 自 同 构 ， 永 远 有 一 个 自然 的 扩充 ， 所 以 欲 
寻求 p 的 可 和 否 扩充 的 问题 转化 为 寻求 7 可 否 扩 充 的 问题 . 
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L.2 正则 自 同 构 的 扩充 


T 既是 正则 自 同 构 ， 它 便 令 子 代数 bl 不 变 , :同时 令 bi 内 
某 一 组 素 根系 不 变 ， + 的 扩充 问题 已 经 在 [2] 中 得 到 解决 ， 现 
将 它 写成 一 个 定理 ， 

定理 1 gi 的 正则 自 同 构 7 可 以 扩充 为 g 的 自 同 构 的 充 
分 必要 条 件 是 7 还 令 特征 表示 adv, 的 权 系 不 变 . OD 

我 们 知道 一 个 实 半 单 李 代 数 的 素 根系 及 特征 表示 的 权 系 可 
以 用 图 解 来 表示 . 我们 称 它 为 g 的 角 图 ， 所 以 定理 1 简 言 之 即 
表示 T 将 g 的 角 图 不 变 . 

利用 实 半 单 李 代数 的 分 类 理论 ， 我 们 可 以 进一步 明确 特征 
子 代数 gi 的 素 根系 及 它 的 特征 表示 的 首 权 . 结果 述 之 如 下 . 

S go 是 由 (L1.1) 中 to 的 不 变 子 空间 生成 的 子 代 数 ， 它 
的 素 根系 是 由 g HARA TI = (or, oo, ..., a} 对 于 bi 的 
正 射影 所 成 ， 令 为 {a， ox, o AE 我 们 知道 ， 可 以 在 
(L1.1) 中 永远 选择 这 样 的 使 得 只 有 一 个 U 的 元 素 在 H 上 
为 非 零 的 ， 令 这 个 元 素 为 o 也 就 是 说 


~ 1 - 
(aj, H)= ;: (œ, H) = 0, i> 1. (1.2.1) 
令 -ab 是 go 的 首 根 . 
ah + miai + : + mao), = 0, (1.2.2) 


其 中 mi (1 < ¿ < À) 为 非 负 整数 , 并 且 a4 还 要 有 下 面 的 条 件 . 
1) o, = oí, BH kim oi € bi (o: Ë o, 的 射影 ); 
2) m = 1 EK. 2. 
利用 上 面 所 述 的 记号 ， 我 们 对 于 由 (I.1.1) 所 定 的 特征 子 代 
数 g1 的 结构 有 下 面 的 定理 . 
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定理 2 (1) 如 果 to = 了 ,m1i = 2, 这 时 候 ，g1 的 素 根系 
由 {ab ah, ..., A) 构成 ， 而 它 的 特征 表示 首 权 系 为 {一 Qi}; 

(2) HHL Lo = I, m = 1, XPH gi 的 素 根系 由 {a2，as3， 
.. oA) 构成 ， 而 它 的 特征 表示 首 权 系 为 {0}, a); 

(3) ”如果 to 关 了 ,这 时 候 gi 的 素 根系 由 


{a2 os, ..., G>, Bo} 


HR, bo 是 表示 advc go 的 首 权 , WF R MIRA {-01}0 
由 上 述 定理 所 决定 的 p 的 素 根系 及 它 的 特征 表示 的 首 权 
系 构成 g 的 角 图 . 


1.3 一 般 性 质 


引 理 1 $g=g+V R g 的 一 个 Cartan 2#. 90o Æg 
的 一 个 自 同 构 ac(X) = X HFX Eg RZ. 于 是 , 如 果 g 无 中 
心 则 g 二 了 或 t,t 是 g 的 自 同 构 由 t(X)= X, X € pi; t(X) = 
—X, X e WW MEX. WME gp 有 中 心 3, 则 Ü = e7, Z ej). 

证 因为 o(X)= X X X c€ pi 成立 MAH XEeEg A 


cadX ol — ad X. 


如 果 gi 的 特征 表示 是 第 一 类 型 ， 例 如 在 上 面 定理 2 的 (1) 
及 (3) 的 情形 ， 则 从 Schur 引 理 , 在 全 上 有 = 入 ,入 是 常数 . 
利用 g = [V V] 立刻 可 以 得 到 入 = 1 所 以 引 理 得 证 . 
如 果 g 有 中 心 ， 例如 定理 2 中 的 (2). HF to = I Pr) g 
的 Cartan 子 代数 bi 也 是 g 的 Cartan 子 代数 的 元 素 缘 不 变 . 
因 之 c 必 为 
c = ei H, Heb 
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之 形 . 
利用 定理 2 可 以 看 到 (H, ai) = 0 (mod 1) i > 1, 同时 因 
mi = 1, 所 以 


o! = +o! (modo, ..., a5) 
对 X, e VC 成 立 ， 于 是 我 们 可 以 令 Z 合 于 
(Z, Qi) = 0, ¿> 1; (Z, añ) = (H, œ). 


这 样 的 2 是 存在 的 且 属于 3, 它 有 
ead Z(X.) — et2rV-1(2, aD) x,y, 
= et?" VIH, œ) X u 
eadH (Xy) 


对 于 任何 Xa EVE 成 立 . 于 是 ead2 = edH 故 引 理 得 证 D 

由 此 可 以 得 到 下 面 一 个 推论 . 这 个 推论 首先 是 由 Berger 得 
到 的 ([1]). 

推论 令 o 是 gi 的 一 个 对 合 自 同 构 p 的 对 合 扩充 ， 则 所 
A p 的 对 合 扩 充 为 o 或 者 c :二 

证 明显 然 . D 

现在 先 考虑 特征 子 代数 gl 有 一 个 中 心 3 的 情形 ， 同 时 gi 
的 对 合 自 同 构 p 令 3 内 的 元 素 都 不 变 , 即 p(G) 二 2 ZE 
RI. (一 般 因 为 p(3) = 所 以 p(2Z) = XZ, 是 一 维 的 .由 于 
P = I MA p(2) = +Z.) 假定 p 是 可 扩充 的 ， 现在 进而 证 明 
可 以 扩充 为 g 的 对 合 自 同 构 . 

命题 1 g 是 半 单 李 代数 ， 它 的 特征 子 代数 gl 有 中 心 3. p 
是 g1 的 对 合 自 同 构 ，p 令 3 内 的 元 素 都 不 变 . 如 果 o 可 以 扩 
充 为 g 的 自 同 构 ， 则 必 可 以 扩充 为 g 的 对 合 自 同 构 . 
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证 利用 引 理 1, 则 o 的 任 一 扩充 o' 必 可 写作 
of 一 -esdZ2， Zez. 
条 件 p(2) = Z 表示 o 和 e ”是 可 换 的 ， 于 是 
(o)? = (oez, Zes) =o. eraz, 


并 利用 引 理 1 有 o? =e, H e; (H o2= pPI 9 上 成 
立 ), 所 以 有 
g? — ead (五 +22) 

类 似 于 引 理 1 的 证 明 末 段 的 理由 , 我 们 可 以 选取 Z 使 得 o? — T, 
即 o 是 对 合 的 . o 

由 此 可 见 对 于 所 讨论 的 情形 ， 对 合 自 同 构 p 可 以 扩充 为 对 
合 自 同 构 的 充分 必要 条 件 是 p 是 可 以 扩充 的 . 这 就 可 以 由 L2 
定理 1 去 解决 它 . 因此 我 们 以 后 就 不 讨论 这 一 情形 .最 后 应 该 
指出 p(2) = Z 的 条 件 等 价 于 p 令 特征 子 代数 的 首 权 都 不 变 . 
注意 o 令 特 征 表 示 的 首 权 系 {-a) -01}) 不 变 ， 它 可 以 令 两 个 
元 素 都 不 变 ， 也 可 能 使 它们 互 换 . 


I.4 两 个 命题 


现在 及 以 后 除了 特别 指出 外 ， 不 再 讨论 上 面 命题 1 讨论 的 
情形 ， 对 于 其 它 的 情形 ， 我 们 有 下 面 两 个 命题 . | 

命题 2 一 个 g 的 对 合 自 同 构 p 的 任 一 扩充 为 对 合 的 充 
分 必要 条 件 是 存在 一 个 扩充 为 对 合 的 . 

证 (1) 如 果 gi 无 中 心 ， 则 所 有 的 p 的 扩充 o = 或 
ct 其 中 co 是 一 个 对 合 扩充 ， 如 果 o'= c, 则 命题 显然 如果 
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0 二 og.t, 考虑 o 和 + 的 可 换 性 ， 则 o? = (0. t)? = o2. 命题 
THE. 

(2) 如果 g 有 中 心 3, 对 于 任何 的 Z € 3 必须 有 (2) = 
-Z, 这 就 有 o- ead2 — ce-ad2 . op 的 任 一 扩充 d = g. ead),2. 
于 是 ， o? = = (c ` ed Z) = 0?. 命题 得 证 . D 

命题 3 令 o 是 gi 的 任 一 个 对 合 自 同 构 p 的 扩充 ， 则 有 
o = I o? = t. 

证 (1) 如 果 g REPO, o? 是 2? (= 了 在 gi 上) 的 
扩充 ， 从 命题 2 的 (1) 知 o* = t sk I, 命 题 得 证 . 

(2) 如果 g 有 中 心 3, 不 妨 假定 p 是 gl 的 G- 自 同 构 ， 
因 之 它 令 Cartan 子 代数 bi TE, MA p 将 gf 的 根系 互 变 ， 
a € A' 则 pla) 也 是 根 . 同时 p 的 扩充 o(Xa) = VaX oa 所 
以 o2( X.) = Valp Xa 同样 (Xaa) = Vavp(a)Xp(a). 另 一 
方面 o? 是 c2(= D 的 扩充 ， 从 引 理 1 对 于 X. e VC 恒 有 

| c2( X, AN (e> 0), 


OX = AIX Q (1.4.1) 


而 入 = e2zv_1(Z, a) (a > 0), 对 任何 a > 0 成 立 . 

由 于 p(Z) = —Z, Wi 

(Z, o) = (p{2), la) = (—Z, pla)). 
如 果 a 是 advcgl 的 权 ， 如 果 a > 0, 则 显然 pla) < 0. 从 (6) 
可 知 
À = VaV pfa) = Up(a)Ua = ATL 

FA? = 1, 即 入 = +1. 如 果 Xa € VC, 恒 有 o? (Xa) = Xa 
或 co2(Xa) = —Xa- 命题 得 证 . 口 

gi 的 对 合 自 同 构 o 的 扩充 o 称 为 固有 的 , 车 o 合 于 o? = L; 
o 称 为 非 轩 有 的 ， #0 = t. 
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由 于 命题 1 和 2, 可 见 定义 是 有 意义 的 . 
现在 一 般 地 考虑 (1.3) 式 中 的 p. 假定 是 可 扩充 的 ， 则 
p 有 一 个 对 合 扩充 的 充分 必要 条 件 是 (根据 命题 2) resa 是 对 
合 的 ， 式 中 的 7 表示 7 的 任 一 个 扩充 ， eE 表示 自然 扩充 . 
这 等 于 说 : 
ea- 人 如 果 + 是 固有 的 ; 
t, 如 果 是 非 固有 的 


现在 问题 只 在 于 决定 g 的 对 合 自 同 构 的 固有 性 ， 这 在 下 
节 中 将 予以 讨论 . 


(1.4.2) 


L5 固有 及 其 固有 自 同 构 


上 节 的 讨论 化 为 求 gl 的 自 同 构 ， 特 别 是 正则 自 同 构 的 转 
有 性 问题 ， 要 解决 这 个 问题 ， 先 考虑 VC 上 的 一 个 双 线 性 型 


(X, Y)= (co(X), Y), X. Y € VC 


(X, Y) 表示 g 的 Killing 型 .显然 下 是 非 退 化 的 . 
令 p:i 是 gi 内 由 p 所 定 的 特征 子 代数 ， 于 是 对 于 任何 
Xegil 恒 有 
@#(ad X'(X), Y) 

= (o ([X”, X]), Y) = (X', o(X)], Y) 

一 — (c (X), xX’, Y]) = — (X, ad X'(Y)). 
即 是 说 更 是 诱导 表示 adw gil 的 一 个 不 变 双 线性 型 ， 又 因 

@(Y, X) = (0(Y), X) =(c2(Y)，c(X)) 

= (e (X), o° (Y)) = +®(X, Y), 
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上 式 中 正 负 号 的 选取 ， 视 o? 在 V, 上 等 于 + 而 定 ， 也 就 是 
说 , 视 o 是 固有 的 或 非 因 有 的 而 定 ， 视 更 是 对 称 的 或 反对 称 的 
而 定 . 

命题 4 o 的 正则 自 同 构 是 固有 的 或 非 固有 的 视 特征 表示 
advcgl 是 偶 型 或 奇 型 而 定 . 

(注意 : advc9i 的 任 一 不 可 约 表示 与 另 一 个 不 可 约 表示 同 
时 为 偶 型 或 同时 为 奇 型 . ) 

证 S V E VE 的 任 一 不 可 约 不 变 子 空间 . HE S E V 
上 也 是 非 退 化 的 . 如 果 advegl 是 第 一 类 型 的 , 这 是 显然 的 . 如 
果 advcg1 是 第 二 类 型 的 , 则 VF = VI+VI Jeri Vi Æ VC P V. 
WIR (对 于 g MA) 因为 p(2) = -2, 所 以 o(VI)= V, 
o (V?) = VW. 如 果 有 一 个 Xi € W B (X, V) = 0, W 


B(o(X1), VE) = (e (Xi), W + VI) = (X1, Vi), 
因为 
@(o (Xi), VD = (X), o(W)) = (X), VI) = 0. 


所 以 如 果 X, Vi) = 0, M (X, VC) = 0, BB $ # V, EE 
退化 的 ， 与 假设 不 符 . 
现在 令 ñi, B2, e. Pa 是 g 的 一 组 素 根 系 ， B Pas 1e Bs 
是 g11 ( p 的 特征 子 代数 ) 的 素 根系 ， 由 于 p 的 正则 性 ， 所 以 
1 2 B5 Æ Bis Bor -s Ba 对 于 了 的 正 射影 . 令 go 是 
gu 的 一 个 三 维 单子 代数 ， 称 为 主子 代数 . BD go 的 定义 向 量 H 
由 下 式 而 定 
(H, Pi) =2, 1<i<A. (1.5.2) 


所 以 go 也 是 gp 的 主子 代数 . 


218 


S A 是 表示 adyg WER, CE (H) 上 的 诱导 为 Ao, Ao 
À 
是 ady gi 对 go 的 诱导 表示 的 最 高 权 . 令 A = È sib 则 


入 
(Ao, H)=(A, H)=25 s; =T, (1.5.3) 


i=1 


T KR advr9l 的 长 度 . 因为 更 对 于 表示 adv'gl1 是 不 变 双 线 
性 型 ， 对 于 adwgo, VI 分 为 若干 不 可 约 分 支 ， 其 中 只 有 唯一 的 
一 个 分 支 有 首 权 Ao. 从 Malcev ([2]) 的 一 个 结果 则 对 于 上 述 分 
支 的 不 变 子 空间 而 言 必须 是 非 退 化 的 ,并且 在 Vi 上 是 对 
称 的 或 反对 称 的 , 视 更 在 这 个 分 支 上 是 对 称 的 或 反对 称 而 定 . 
但 是 以 首 权 为 Ao 的 go 的 表示 容许 非 退 化 的 对 称 或 反对 称 的 
双 线 性 型 ， 视 (Ao, H) 是 偶数 或 奇数 而 定 . 但 是 (Ao, H) = T. 
RREH, Wady g 是 偶 型 或 奇 型 而 定 ， 于 是 定理 得 证 O 

利用 Dynkin 关于 表示 长 度 的 计算 ， 我 们 可 以 知道 下 述 推 
论 . 

推论 ”正则 自 同 构 是 固有 的 ， 只 是 在 8 = AL W n = 0 
(mod 2) 的 情形 下 是 固有 的 . 

应 该 注意 g1 的 对 合 自 同 构 只 是 在 实 单 李 代数 属于 定理 2 
的 (1) 和 (3) 的 情形 下 7 = 了 是 g1 的 正则 自 同 构 ， 所 以 有 一 
个 c= 工 的 扩充 因 之 是 固有 的 ,所 以 adv,g1 是 偶 型 ， 任 何 正则 
自 同 构 是 固有 的 .在 (2) 的 情形 下 7 = 了 的 正则 自 同 构 不 合 条 
件 ， 所 以 问题 只 须 对 于 (2) 即 g 含有 中 心 的 情形 下 始 有 必要 利 
用 命题 4 以 决定 正则 自 同 构 的 固有 性 . 

余下 来 的 只 须 决 定 (L1.3) PA Á E eH 的 正则 扩充 的 
平方 何 时 是 I, 何 时 是 t 即 可 . 利用 作者 关于 单 李 代 数 构造 的 理 
论 有 以 下 命题 . 
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命题 5 (1) t0 关 1, eH 是 对 合 的 . 

(2) to = I, ai, ak 是 两 个 在 H 上 不 为 零 的 根 ， mi, mk 
是 (1.2.2) 式 中 定义 的 正 整 数 (如 果 根 本 没有 ai 视 m = 0, H 
假定 mo = 1), 则 条 件 


mi meg = 0 (mod 2) (1.5.4) 


是 ed 为 对 合 的 充分 必要 条 件 . 

证 (1) to ZI. 

从 S2 定理 2 知 g1 的 素 根 系 为 (60, a ..., oh} 其 中 Bo 
是 adwmgo 的 首 权 ， 已 经 知道 有 关系 (参看 [3]) 


Bo + o) + noor, 十 … 十 ?AQaA = 0, (1.5.5) 


其 中 ni 为 整数 ， 

令 ot, OA 是 这 样 的 g1 的 素 根 (oh, H) = WA H) = $, 而 
(w, H)= 0, t Z i,k,i, k WUE 0, 2, 3，...， 和 中 取 值 ， 而 
且 假 定 af BA Bo 从 (1.5.5) 式 有 


(oç, H)= -in + nk). 


令 Yu 是 对 应 o 的 VC 的 一 个 权 向 量 ， 这 个 表示 的 首 权 
是 -at. 于 是 有 


e2d Hy, ;二 eArV -i(as, Dy , 
= = e727 V I (ni+n)Y, , 


= Ya (L5.6) 


但 是 e2ad H 在 gi 上 是 恒 等 对 应 ， 所 以 由 引 理 1 eH = 了 
HÚ t. 但 由 于 (1.5.6) 式 ， 必 须 etH 二 I, 即 dH 是 对 合 的 . 
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(2) to = 了, g 无 中 心 ,这 时 候 ， 必 须 mi = 2. 而 9 的 素 
根系 为 (az，as，.….，al;ao), 式 中 一 Qo 为 首 根 ， —o 是 表示 
adv, gl BJ M A. MEKAH, eH =] ht 它 为 1 或 t 的 充 
分 必要 条 件 是 对 六 内 任 一 个 向 量 如 Yo, 有 ed HY = +Y... 
S ai, ak 为 不 在 五 为 零 的 素 根 ，i, k TAE O, 2, 3, ..., À. 
且 假若 mo = 1, 从 (1.2.2) 式 有 


ao + 2a + Mma + -+ + ma = 0. (1.5.7) 


由 此 可 知 | 
2(al, H) = -zi + mg). 


所 以 
ea Hy, 一 et" Y-I Ya = eV Imitm)y,,. 


所 以 
mi + mk = 0 (mod 2) 


是 eH 为 对 合 的 充分 必要 条 件 . 


(3) to= I, g 有 中 心 ， 这 时 m = 1, 类 似 (1.5.7) 式 ， 从 
(L2.2) 式 有 


ao + oy + moos + -+ mia, = 0. (L.5.8) 


oi, ak 中 的 i, 大 可 以 取 值 2 3, ..., L 仍旧 由 于 条 件 p(Q) = 
—Z, 所 以 两 个 首 权 互 换 . 事实 上 ， ai > 0, M o(ai) < 0, 而 
P(Q1) = al 或 oo, 所 以 p(al) = ao, 即 p(ao) = ai. HAF 
p(H) = H, 所 以 有 (p(H), p(ao)) = (H, al) 以 i 代入 上 面 
(1.5.8) 式 知 ' 


Anv —~1(ao, h) + TV 一 1(mi 十 mk) = 0. 
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这 就 有 
e2ad HX. = e4" VIlao, H) Xoo 


= eimtm) X, . 


所 以 e2adH 一 1 或 :1 视 (mi + mk) = 0 (mod 2) 3 1 (mod 2) 而 
x. 定理 得 证 . 口 
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附录 HI 论 相配 局 部 对 称 空间 的 自 同 构 


非 紧 致 局 部 对 称 空间 的 分 类 具体 的 为 Berger 算出 .同时 
Berger 指出 求 出 一 个 特征 子 代 数 对 合 自 同 构 的 扩充 的 一 般 判 别 
法 将 是 重要 的 . 作者 在 前 文中 得 出 了 . 以 后 为 了 完成 分 类 的 理论 
在 本 文中 给 出 一 个 特征 子 代 数 的 同一 对 合 自 同 构 对 应 的 两 个 相 
配 的 E. L. S. 何 时 是 共 入 的 的 充分 必要 条 件 . 如 Berger 没有 给 
出 扩充 的 充分 必要 条 件 一 样 ， 他 也 没有 给 出 相配 E. L. S. 同 构 
的 充分 必要 条 件 . 这 个 条 件 是 (I.4.8). 它 的 具体 应 用 见 .6. 这 
里 也 可 以 看 作 作 者 关于 拟 内 自 同 构 群 讨论 的 一 个 很 好 的 应 用 . 


Ii 引言 


一 个 李 代 数 g 和 它 的 子 代数 g (都 是 实数 域 上 的 李 代 数 ) 
所 定义 的 局 部 齐 性 空间 称 为 局 部 对 称 空间 ， 以 下 也 简称 对 称 空 
间 ， 如 果 gi 是 由 g 的 一 个 对 合 自 同 构 o 的 不 变 点 集 构成 ， 以 
8/91 表示 局 部 对 称 空间 . 不 可 约 局 部 对 称 空间 的 讨论 主要 的 可 
化 为 考虑 g 是 半 单 李 代 数 . 令 g = 十 p 是 g 的 一 个 Cartan 分 
R. JA tit SUC, WE Berger 的 一 个 定理 可 以 假定 c £ t — 
变 . 这 样 o 在 g 上 诱导 一 个 的 对 合 自 同 构 o, 而 o 是 p 的 对 
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合 扩 充 . 令 
tı ={X et|e(X)= X), pi = (X € plļo(X) = X). 


于 是 gi = i +p, 因 之 t/t 成 一 个 紧 致 局 部 对 称 空间 . 在 82 
中 我 们 将 证 明 局 部 空间 g/g1 的 同 构 ， 首 先 需 要 t/t 的 同 构 ， 
而 后 者 即 /ii 的 分 类 已 由 E. Cartan 和 Gantmacher 等 所 解 
决 . 所 以 不 妨 假定 t/t 是 一 个 固定 的 E. L. S. (局 部 对 称 空间 )， 
而 考虑 由 它 所 定 的 对 合 自 同 构 p 在 原 李 代数 g 上 任意 的 对 合 扩 
充 . 在 [4 中 作者 给 出 了 的 对 合 自 同 构 存 在 对 合 扩 充 的 充分 
必要 条 件 ， 这 就 决定 了 所 有 的 &/&1 的 可 能 .因此 问题 化 为 同一 
个 的 对 合 自 同 构 o 的 所 有 不 同 的 对 合 扩 充 的 问题 . 在 g E ñ 
的 假定 下 ， 根 据 Berger 的 结果 [1] (在 82 中 有 简单 的 证 明 ), 4E 
何 p 的 对 合 扩充 必 共 思 于 一 个 固定 的 对 合 扩充 c 或 者 ot,t 是 
Cartan 分 解 所 定 的 自 同 构 . 这 样 对 应 两 个 不 同 的 E. L. S. 我 们 
称 它们 是 相配 的 局 部 对 称 空间 .于 是 E. L. S. 的 分 类 尚 须 寻求 
两 个 相配 对 称 空间 何 时 同 构 . 即 何 时 它们 在 Intg ( g 的 内 自 同 
构 群 ) FRH. $ pi = (X ebplz(X) = -X}. 于 是 ct MER 
子 代数 g_1 = É, +b i 相配 空间 同 构 ， 即 是 存在 一 个 YEIntg 
使 得 y(g1) = g1. 如果 /ta 所 定 的 相配 空间 共 罗 ， 则 它 定 义 了 
唯一 的 一 个 E. L. S. 的 类 ， 如 果 不 共 思 则 对 应 tb/ 有 两 个 不 等 
价 的 类 . 


I2 初步 结果 


在 以 后 的 讨论 中 , 我们 假定 9 是 单 李 代 数 ，g 二 《+b 是 它 
的 一 个 Cartan 分 解 . t 是 由 它 所 定义 的 g 的 对 合 自 同 构 ， 即 


t(X)=X, vXEEt, t(X)=-X, VX € p. 
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现在 先 证 明 

定理 1 单 李 代 数 g 的 Cartan 分 解 中 任 一 t 的 对 合 自 同 
构 p 可 扩充 为 g 的 对 合 自 同 构 ， 则 扩充 必 共 斩 于 固定 的 对 合 扩 
Zo 或 ct. 

证 从 本 附录 参考 文献 [4] 中 的 引 理 如 果 o 是 p 的 一 个 
扩充 ， 则 o-lo' 在 上 上 是 恒 等 的 ， 所 以 o =o 或 者 of = ot. 
在 无 中 心 的 假设 下 成 立 ， 于 是 定理 得 证 . 如 果 t 有 中 心 3, M 
o' =o, Z E3. 如 p(2) = Z +E, 


a’? -vv2e2adz _ oadz -7 
这 就 有 oo = ct. 如 果 p(2) = —Z, Mi oe? = eM2o. W 
此 


所 以 命题 得 证 . ü 

推论 如果 有 中 心 3, 而 且 p 是 外 自 同 构 p(2) = —Z, Z € 
3 成 立 ， 则 所 对 应 的 相配 空间 是 同 构 的 . 

定义 1 g 的 对 合 自 同 构 c, ct 所 对 应 的 E. L. S. 称 为 相配 
的 E. L. S.. 

定义 2 Wii g HE. L. S. g/g, g/g2 A EJ BJ ak t 3 B) 
如 果 存 在 一 个 Ye Intg 使 得 y(gi) = g2. 

令 ci, o 是 对 应 g 的 对 合 自 同 构 ， 则 此 定义 就 等 价 于 
yoy! = oa (参看 15 引 理 ). 

定理 2 ”如果 t 是 第 二 类 型 的 (t 是 外 自 同 构 ), 则 相配 对 称 
空间 不 同 构 . | 

证 ns t 是 第 二 类 型 的 ， 即 t E 92 的 外 自 同 构 ， 而 c 
是 o“ 的 对 合 自 同 构 ， 与 t 可 换 . 如 果 gl Z Di, 则 c 必须 是 
内 自 同 构 ， 如 果 gC = Ds, 利用 可 换 的 性 质 ， e 也 必须 是 内 自 
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同 构 . c, ot 作为 g WARRE Intg ARRA, MAET 
作为 g BO B FJ B RB AS 3: 38. 口 
定理 3 令 


g: = t; + pi, š; C t, pi S p, 1 一 12 
是 两 个 的 对 称 空间 g/gi 所 定 的 子 代 数 ， 则 
gi ~ 92 

的 必要 条 件 是 b, t, 在 ARH. 

证 首先 因为 gf 是 可 约 李 代 数 ， 所 以 g; 也 是 可 约 的 ， 于 
是 g; 可 以 书 作 gi = C, + g, 其 中 Ci EPO, g 是 半 单 的 
李 代 数 . 上 (由 Cartan 分 解 所 定 的 g 的 对 合 自 同 构 ) S g; 不 
变 ， 所 以 令 它 的 中 心 Ci 和 g, 不 变 . 因 之 Ci 可 唯一 地 分 解 为 
Ci = C? + C, HP C? Ct, C; C p. 我 们 称 g 是 g 的 可 约 子 
代数 . 如果 gi = ü + pi 是 g; 的 一 个 Cartan 分 解 ， 则 称 

gi =É +b. ți = É + CP, pi = pi + C? 


为 g; 的 Cartan 分 解 . (注意 ， 可 约 李 代数 的 子 代数 的 Cartan 
分 解 只 对 可 约 子 代数 定义 ).， 现在 假定 p ~ gz 即 ， 存 在 一 个 
y € Int g 使 得 yi(gi) = gx. 于 是 


g2 = y(Ë1) + Yy(pi) = t2 + p2 


是 g2 的 两 个 Cartan 分 解 . g2 的 两 个 Cartan DA Rb 3t gu B) , 
这 是 因为 g, 的 Cartan 分 解 在 Int g2 AHH. ANRE g2 
的 中 心 C2 不 变 ， 因 为 Int g, C Int ga, 所 以 它 还 分 别 令 Cl, Cl 
不 变 . 于 是 可 以 假定 存在 一 个 Yo € Int g: 使 得 


Yoyi(b1) = £2, ?7o71(p1) = p2- 
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令 yn =y E btg, 则 它 将 t 对 应 t2, pi 对 应 p2- 
由 于 
g = (t) +a (p) = t + p 
是 g 的 两 个 Cartan 分 解 ， 而 且 
ylti) = 2 C y(t NE 2(pi) = p2 C (p) Op, 
所 以 存在 一 个 y € Int g 使 得 
yay (Ë) =Ë, 7Y37y2(p) = b. 


而 且 y 令 tz, pz 内 的 元 素 都 不 变 . 令 y = yn 于 是 就 有 下 
面 的 性 质 ， 

1) 7Y(91) = 92 MH (8) = t2, y(pi) = p2 ; 

2) y EM p 都 不 变 . 

由 于 2), 存在 一 个 yo € Int t 它 与 7 在 上 上 的 诱导 一 致 ， 
故 yo 将 和 对 应 于 b, 也 就 是 说 在 内 ü — b. D 

这 个 定理 使 得 E. L. S. 的 分 类 首先 化 为 的 E. L. S. 的 分 
X. 于 是 我 们 可 以 在 内 取 定 一 个 固定 的 特征 子 代 数 所 ,由 对 
合 自 同 构 p 所 决定 ， 而 讨论 p 在 g 的 扩充 对 合 自 同 构 的 共 罗 
FE. 利用 定理 1 即 考虑 oc 和 oti, BRAHE E. L. S. 
的 同 构 . 

现在 让 我 们 将 上 面 的 讨论 应 用 到 相配 的 E. L. S. 上 去 . < 
g = E+p 是 单 李 代 数 g 的 Cartan 分 解 , S b 是 上 的 一 个 Cartan 
FRA. S tba AH p 是 下 面 的 G- 自 同 构 ， 即 


p=redH, H ebo, (1.2.1) 


7T 令 上 的 一 组 素 根系 工 (9 不 变 ， 即 r(1(¢)) = I(t), 而 且 对 于 
任何 a € T(t) 有 
T(Xa) = Xr(a), 
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X. 是 对 应 的 根 a 的 Weyl 3, (1.2.1) 中 的 
bo = (H € blr(H) = H}, 


是 特征 子 代数 的 Cartan FARZ. 

在 上 面 定 理 3 的 证 明 中 ， 事 实 上 已 经 证 明 存 在 一 个 了 * É 
和 p 都 不 变 ， 而 且 y(t) = t2, y(pi) = p2, 如 果 g; = É; + p; 是 
两 个 E. L. S. 的 特征 子 代数 . 令 o 是 g1 所 定 的 对 合 自 同 构 ， 
它 是 p 的 一 个 扩充 . 则 jp 对 于 c 可 以 分 解 


p =p +p-1, (1.2.2) 


pa 分别 为 p 中 对 于 o 的 对 应 +1 的 特征 子 空间 . 于 是 gi 的 
相配 E. L. S. 的 子 代数 g2 以 g-1 表示 之 ， 有 


g-i =Ë +p-1: 


这 样 y(ti) = bi, y(pi) = p-1- 

因 bo Ë 6; 的 Cartan 子 代 数 ， 所 以 y(bo) 也 是 y(t) = É 
的 Cartan 子 代数 ， 因 之 有 一 个 Yo € Intt 使 得 yoy(bo) = bo. 
令 Y = woy, CH y 同样 的 性 质 ， 同 时 令 Cartan 子 代数 bo 不 
变 . 由 于 bo 包含 tO 的 一 个 正规 元 ， 所 以 6b 和 y(b) WE t 的 
Cartan 子 代 数 ， 而 且 包含 同一 个 正规 元 ， 因 之 Y(b) = b, 即 7 
S b BA. 

推论 用 上 面 的 符号 ， 如 果 g 的 两 个 相配 E. L. S. H4, 
则 共 思 对 应 y c Int g ATEM: 

1) 令 g 的 Cartan 分 解 不 变 ; 

2) (ti) = bD; 

3) 令 的 Cartan Fg h KÆ. 
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注意 1 从 3) 和 2) 和 7 在 t 上 和 o 的 限制 p 可 换 ， 所 
以 7(5o) = bo. 

注意 2 yË g 的 自 同 构 群 的 元 素 ， 但 是 它 在 t 上 ， 因 之 
在 上 的 诱导 可 以 和 的 内 自 同 构 群 中 的 一 个 元 素 ?7o 一 致 ， 
因 之 y 在 上 的 诱导 属于 t 的 Weyl 群 . 

这 样 就 导致 我 们 讨论 一 个 紧 致 对 称 空间 t/t1 的 t 的 自 同 
构 群 中 令 t 不 变 的 元 素 在 b 上 的 诱导 . 


H3 a 群 


t 是 由 紧 致 李 代 数 的 对 合 自 同 构 o 所 决定 的 特征 子 代 
数 . 用 KK 表示 Intt 中 令 t 不 变 的 子 群 。 刀 的 内 自 同 构 可 在 
二 上 的 自然 扩充 ， 仍 记 为 Int tr. $ Ko = KNnIntki. BEKA 
Ko 都 令 一 个 的 Cartan 子 代 数 5 不 变 . $ K, Ko 是 K, Ko 
在 09 上 的 诱导 ， 它 们 都 是 上 的 变换 群 . 现在 考虑 商 群 K / Ko 
和 K / Ko. f 

(1 如果 的 对 合 自 同 构 o 在 的 中 心 C 上 的 诱导 不 是 
恒 等 变 换 , 2 O = (X € Clo(X) = —X), C! #0. 

可 换 群 esdaC g Ko. 但 由 于 C C b, PT UE E bp 上 的 诱导 
是 恒 等 变 换 ， 显 然 不 可 能 有 K/Ko = K/Ko. 但 是 在 这 样 的 情 
形 下 对 于 两 个 相配 的 E. L. S. 它们 事实 上 是 同 构 的 ， 而 这 个 同 
HE edo 之 形 ， 见 了 .2 定理 1 的 推论 . 

(2) mE pE t 的 中 心 C 上 的 诱导 是 恒 等 变 换 . 

RHES t = t + C, W t = t +C, ë R U URETRA 
数 ， Ü 是 半 单 的 。 Ë ËJ Cartan FRS b =b + C, p' E 
的 Cartan 子 代 数 . “Ë, 的 Cartan 子 代数 是 bo = bh + C, 的 
是 É 的 Cartan 子 代数 . 令 Ro 是 K 的 子 群 ， 其 在 日 上 的 诱 
导 为 恒 等 变 换 . 则 易 证 明 Ro = {eH e pb +C = bo}. 所 以 
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Ro C Ko. 因 之 有 
K/Ko == (K/Ro)/(Ko/ Ro) = K / Ko. 
利用 作者 关于 自 同 构 的 扩充 的 理论 可 以 知道 . 
I K / Ko == da. 


群 & 由 下 面 性 质 定义 ([2], [3]): 

(1) “E tC 的 Weyl 群 W (tC) 的 子 群 

(2) EA t/h 的 角 图 不 变 ， 
所 谓 t/t 的 角 图 即 是 指 在 V=Tbo 内 由 t: 的 素 根系 I(t) 以 及 
表示 ado pct 的 首 权 系 所 构成 的 图 形 . 

因 之 Ř/Řo, 所 以 K/ Ko RARE. DL alt) 或 a, (0) 表 
Z. 

下 面 两 个 事实 是 显然 的 . 

(a) t= +C, W äs (Ë) = Ge (E). e (t) 是 对 所 定 的 
子 群 ， ie (t) 是 同样 的 . 


(b) mE tE, t=) t. 
i=1 
mE p= pÜ), OEO) = O. WI 
t=1 
ti (8) x Gn (80) x G.) (€(2)) xX- xX ya) E), 
1 1 t 


所 以 一 切 可 以 化 为 二 是 单 的 情形 . 
或 者 s = 2, t — te, ü) a D 是 单 的 ，p(8(D) = A. 
根据 (1) 的 性 质 易 知 & = (1). 
对 于 是 单 的 情形 ， 我 们 将 各 种 a Z (T) 的 情形 分 别 罗列 
如 下 (参看 本 附录 参考 文献 [3]): 
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1. Ar 根系 NC Apbj= 1, 2, ..., I+1. 
it1 
1.1 A7 : B =T +A +A 
2 
s: Ài — Arai j AaLi GA l<i ici 
2 2 


CHY 
1.1 A, 2 ; Ë, = Di. s: Al 一 和 AL 十 1 Àl+1 — Àl; À — 
2 
Ai, t1, L41. 


2. B: 根系 Ait Aj, EA i, j=l, 2,...,L. 
S: Al 一 一 Ai Àj; — A iE 1. 


3. Cr 根系 +X + Aj, 2A, i = 1, 2, L 


1 
Ci (CË), ti = T + A- (h =C; +C). 
s: À; 一 一 入 一 计 1， 1 < <l. 


4. D: RA XA, i j=1,2, ..,l. 
41 Di(i# 5, 1, 1— 1), h = Di + Di2. 
s: Al 一 一 Xi A4 > A; À; — AXM;, 1 Z 1, l. 
4.2 DEF 1, t, =T + Agk-1- 

s: M À; A — Mr À; — Aip 2 1, L. 
4.3 DÆ, t, = T + A21. 

s: À > Ain 1<i< l 

4.4 D°. 

81: Ài > 一 人 -il 1 < ¿ < 1; 

s2: à > —À); A —A A Ai ER 

CG 一 (I, 51, 82, s182}. 

4.5 DY 0 = Bia + Be. 

s: A>- 1<i<1-1 


5. Ez: 根系 入 ; — À;, 土 (Ni + À; + Ak + M), i j, k,l = 
1, 2, ..., 8. 
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E; (ET), Ë= Es +T (47). 

s: Xi 一 一 XI1<I<8. 

最 后 指出 Al Bp e= A, W t = T. 这 时 候 s À — A. 
上 面 了 表示 一 维 可 换 李 代数 ， 


I.4 主要 结果 


本 节 仍然 利用 L2, .3 的 符号 ， 由 于 IL2 定理 2 和 定理 1 
的 推论 ， 我 们 只 要 讨论 下 面 的 情形 即 可 . 

(1) g 是 第 一 类 的 单 李 代数 ， 

(2) p ENPO C 的 元 素 都 不 变 . 

由 于 这 样 的 假设 可 以 假定 9 = t + p 所 定 的 对 合 自 同 构 


t = ead 各， (1.4.1) 


Ho Ebh, b E g 和 的 共同 的 Cartan FRÉ. p 由 (8.2.1) 所 
EX, 而且 bo 2 Co. 

令 {Xala € A(g°)} Æ gÇ 对 于 Cartan 子 代数 p° 的 一 组 
Weyl 基 . 因为 o 和 7 (y 是 两 个 相配 E. L. S. 的 同 构 对 应 .由 
了 1 的 讨论 它 令 0 不 变 ) 都 令 和 bo TE, MUA 


I YXa) = Va Xo) 
ad Xa 


pe (1.4.2) 


= e2*(H,o)+ Ipha X, (o)- 
对 aeA(g2) 成 立 这 里 o 表示 p 的 任 一 对 合 扩充 . 
S B 是 表示 adot 的 任 一 个 属于 bo 的 权 . 这 样 的 权 是 存 
在 的 ， 因 为 p 由 于 (2) 令 5 上 的 次 序 不 变 ，! 所 以 它 将 adpct 
1 这 里 更 明确 的 证 明 是 ， 因 为 adpft 最 多 只 可 能 有 两 个 分 支 ， HT 0 < 
(à, H) = (p( 和 A)，p(H)) = (p( 和 A)，H) 对 任何 H € C 成 立 ， 所 以 p( 和 ) 


属于 首 权 为 入 的 那个 分 支 ， 因 此 p(A) = 入 一 2 ai, ai € I(t) 于 是 入 = 
P(A) -Ee (a) < p 1(A) f. 
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的 最 高 权 仍 对 应 最 高 权 ， 也 即 是 说 如 À 是 最 高 权 ， 则 p(A) = A. 
BP, (A) = 入 因为 Be bo, 所 以 从 (1.4.2) 知 Xa 是 o 的 一 个 
特征 向 量 ， 所 以 Xe € pf 或 者 pc (par 的 定义 见 (I.2.2))- 

由 于 Xe € pf (或 者 po1), W y(Xa) RF yf) = p< (或 
者 (pt )). 

o(Xyp) 一 Te X, a) = een ToX. 
利用 (1.4.2) 就 有 
e2ri(H, 8—Y()) 


TB 一 一 Y(8): (1.4.3) 


利用 下 面 的 引 理 知 mo = 7y(p), 所 以 得 到 
(H, 8 — 7()) = 3 (mod 1). (I.4.4) 


HT y 的 定义 知 它 在 b 上 的 诱导 s 属于 $3 中 定义 的 群 K. 
如 果 y € Int t), 则 由 于 


[ti pı] E pı, (ti, p-1] E P-1, 


所 以 7 令 pi Mp WTE. 因此 我 们 可 以 肯定 y € 天 /Ko 而 
H s I. 利用 83 的 结果 知 Y 在 6 上 的 诱导 s € a. 所 以 有 下 
面 的 事实 . 

两 个 相配 E. L. S. 共 轧 的 必要 条 件 是 存在 一 个 s€ Ge (日 
使 得 对 于 adpc (t) 的 一 个 最 高 权 6 有 : 


(H, B — s(8)) = 3 (mod1) (1.4.5) 
成 立 . 
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为 了 证 明 7e = Typ 我 们 先 考 虑 g 是 第 一 型 单 李 代 数 . 
g=t+p 是 一 个 Cartan 分 解 . EF t M g 有 同一 的 Cartan 
子 代数 b. HH (1.2.1) 所 定义 的 p = resd 中 的 r RIKE 
为 正则 的 G- 自 同 构 . 这 意味 着 7 < É 的 一 组 素 根系 I(E) = 
{Q1，Q2，...， QQ} 不 变 ， 而 且 对 于 皇 的 Weyl 基 Xa 有 


T(X<x,) = Xr(as), @; € T(E) (1.4.6) 


成 立 . 
由 于 我 们 讨论 的 o 令 的 中 心 的 元 素 不 变 ， 所 以 也 假定 p 
令 & 的 中 心 内 的 元 素 都 不 变 ， 这 就 易 知 TA) = À. 

假定 7 是 可 扩充 的 , 仍 以 7 表示 它 的 扩充 . H-T + £ b + 
变 所 以 对 于 任何 gC 的 根 a 如 果 r(a) = o 则 有 


T(Xa) = Ta Xs. 


定义 一 个 紧 致 李 代 数 的 一 个 不 可 约 表 示 的 权 是 边界 的 ， 
如 果 它 和 这 个 表示 的 首 权 可 以 用 的 Weyl 群 内 的 元 素 互 变 . 
所 以 边界 权 在 Weyl 群 下 共 轿 ， 称 一 个 不 可 约 表示 是 简单 的 ， 
如 果 所 有 的 权 都 是 边界 的 . 

有 了 这 些 预 备 ， 我 们 证 明 下 面 引 理 . 

s| 令 9 是 一 个 第 一 型 的 单 李 代 数 ，g = 十 p 是 它 的 
Cartan SA, rÆ É 的 一 个 可 扩充 的 正则 G- 自 同 构 .假定 
对 于 任何 o; € (Ek) 而且 Tr(a) 关 ai WEA (Tai), ai) = 0, 
adt 的 任 一 个 分 支 是 简单 的 . 如 果 B 是 分 支 的 首 权 为 A 的 任 
一 个 权 ， 而 且 7(6)= 8, W] Ta = Tx. 

证 $ E Ead 的 以 最 高 权 为 入 的 一 个 分 支 的 权 系 ， 
B e > 为 首 权 的 充分 必要 条 件 是 对 所 有 ai c NE) 都 有 


(B, ai) > 0. 


234 


= 


A 一 六 i 


要 证 明 的 是 充分 性 ， 如 果 6 不 是 首 权 ， 由 于 简单 性 知 存在 
一 个 s € W(E) 使 得 s(À) = 8. 如 果 8 对 任何 o; € H(t) 都 有 
(8, ai) > 0, 且 对 所 有 的 ai 有 (s(À), a:i) > 0. 由 表示 论 的 基本 
定理 ， 存 在 一 个 上 的 表示 po 以 s( 和 ) AKR. 因此 s-1s(A) 是 
po 的 权 ， 所 以 入 = s-ls(À) < s(À) = 6. 这 与 和 为首 权 矛 盾 . 

MES B e >, 而 且 7(B8) = B. 如 8 不 是 首 权 入 则 至 少 有 
一 个 ai € I(E) 使 得 06, ai) < 0. 这 就 有 8 + ai € >. 

(1) 如 果 T(ai) = ai 则 由 于 ru = 1, 有 (AA r Æ gl 的 
自 同 构 ) | 
tee = Tg. (1.4.7) 

(2) 如 果 r(a:i) = o? Z a;, o; € I(t), HF (ot, ai) = 0, 
所 以 


T8+e; 二 7T67ai 


(B+ai, až) = (8, oz) < 0. 


BZ 53 8 +a, + ot € >. 
利用 关系 


Ta = 79+aiT. Nata], ai 
十 ai 十 ay 一 十 ai ay 3 
+ i Nata; ag (1.4.7) 


并 利用 Jacobi 恒等式 
[Xa, [Xoan Xal] = [[Xə, Xos], Xar] + [Xa [Xp, Xa], 
因为 (ai, a) = 0, 所 以 [Xai Xa:] = 0 于 是 从 上 式 即 知 
Na, NB + e, at = NB, ot NB + ot, ai. 
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代入 (1.4.7), 利用 Ta; = Ta; = 1 BB 48 
76+ai+ay = Tp. 


利用 归纳 法 即 知 对 于 任何 8 € X> 我 们 可 以 求 得 5 € >, 
Tá = Ta 而 且 (ó, o;) 之 0 对 ae 多 成立. 由 于 简单 性 ， 所 
以 从 证 明 开始 的 命题 即 知 6 是 首 权 À, 于 是 有 7、 = rg 引 理 得 
证 . 口 

推论 ”如果 # 分 解 为 两 个 理想 上 = tij, 表示 adpcb 的 一 
个 分 支 可 以 看 作 是 bi, to 的 两 个 表示 pi, p2 的 x 乘积 l 如 
果 T 令 所 的 素 根系 都 不 变 ， 则 引 理 仍 能 成 立 ， 如 果 pz 是 二 的 
一 个 简单 表示 (其 它 条 件 不 变 ). 

证 因为 任 一 个 6 € > 可 写作 8 = ñ +b, ñ € Elo), 
B> E€ D(p2), (pi) 表示 pi 的 权 系 . 对 Bo 即 得 到 To = 761 + Ao, 
和 2 是 p 的 首 权 . 然后 再 对 Lo) 利用 (1.4.7). 我 们 知道 (p) 
的 首 权 可 以 从 Bi 逐次 加 以 包 的 素 根 a; 而 得 到 . 这 些 ai = až. 
(1.4.7) 恒 成 立 . 口 

要 证 明 条 件 (H.4.5) 的 必要 性 ， 即 证 明 (1.4.3) +, EBEE 
要 对 个 别 的 单 李 代数 分 别 验算 推论 及 引 理 中 的 条 件 满足 ， 这 是 
很 容易 做 到 的 . 

由 于 上 面 的 讨论 ， 我 们 有 下 面 定 理 . 

定理 4 如 果 g 是 第 一 类 型 的 单 李 代数 . g = 《十 p 是 
它 的 Cartan 分 解 . b E g #l 的 共同 的 Cartan TRS. 
p=re H 是 的 一 个 G- 自 同 构 并 且 是 可 以 扩充 的 . 令 t 是 
t 中 由 o 所 定 的 特征 子 代数 ， a(t) 是 对 称 空间 e/t 的 G 群 . 
B 是 ad,ct 中 的 最 高 权 ， 于 是 由 p 所 定义 的 两 个 相配 E. L. S. 


lo = pi X p2. 9p f: t = ti +Ë 的 表示 P(Xi) = pi(Xi), pi(X;) = 0, 
j # i W| o 定义 为 p1 @ p>, @ 表示 Kronecker 乘积 . 
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同 构 的 充分 必要 条 件 是 存在 一 个 se altt) 使 得 
(s(8) - 8, H) = 3 (mod 1) (1.4.8) 


成 立 . 

证 必要 性 已 经 证 明 . 现在 证 明 充 分 性 . 

由 于 s 可 以 扩充 为 上 的 一 个 内 自 同 构 y, E £$ ERE. 仍 以 
7 表示 它 在 g 上 的 自然 扩充 , 所 以 Yp = py. 令 o 是 pp 的 任 一 扩 
充 且 是 对 合 的 . 则 Yoy-! 和 o 都 是 p 的 对 合 扩充 . 而 且 由 于 p 令 
t 的 中 心 C 内 元 素 不 变 ， 所 以 从 定理 1 RER yoy! = oo 或 
yoy = o: t. 如 果 第 一 种 情形 成 立 ， 则 Y(g1) = gi. 但 是 由 于 
gi = ti +p, MEA y + 8 #l p AS 3E8, MAY) = ti, y(pi) = pi: 
但 是 由 于 (1.4.8) 及 引 理 ， 假 如 Xa € pV, MJ (Xa) = vX 
只 能 属于 p_i, 这 与 Y(pl) = pi HFA. 如 果 Xs Ep- 证 法 也 
一 样 . 于 是 只 有 第 二 种 情形 是 可 能 的 ， 即 ， yoy =o- t. 这 
就 意味 着 g ~g- 定理 证 毕 . 口 

结论 令 g 是 一 个 单 李 代数 ，g = 十 pb 是 Cartan 分 解 . 
如 果 pt 是 的 一 个 对 合 G- 自 同 构 ， 刀 是 p 所 定 的 的 特 
EFAA, a(t) 是 t/t 的 & 群 . 

(1) WẸ g 是 第 二 类 型 的 ， 则 相配 E. L. S. 不 同 构 ， 

(2) WẸ g 是 第 一 类 型 的 ，p TS É 的 中 心 元 素 不 变 ， 
p(Z) = -2 C € C, 则 相配 E. L. S. 同 构 . 

(3) 如 果 8 是 第 一 类 型 的 ，p 令 & 的 中 心 元 素 不 变 ， 即 
p(Z) = 了 对 ZeC 成 立 ， 则 存在 se àlt) 使 得 


(s(8) — 8, H) = 3 (mod) 


成 立 是 相配 E. L. S. 同 构 的 充分 必要 条 件 , AP 是 表示 ad,ct 
的 最 高 权 . n 
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推论 1 # alt) = (I), 则 相配 E. L. S. PRH. 
推论 2 2 H = 0, MÆ E. L. S. PHH. 


I.5 正规 子 代数 的 共和 思 C 


正规 子 代数 是 一 类 子 代数 , 它 与 原子 代数 有 同样 的 所 谓 T- 
正常 的 Cartan 子 代 数 . 在 这 里 专 讨论 g 是 第 一 类 型 的 单 李 代 
Ë. 于 是 g =t+hp 中 ，* 和 8 有 同样 的 Cartan 子 代数 b. 
这 个 0 就 是 g 的 T- 正常 Cartan 子 代数 . 所 有 的 正规 子 代 数 
5 二 3(Z( 外 ), 式 中 Z(8) E p 的 中 心 ，3 是 Z0) 的 中 心 化 子 . 

1 它们 的 定义 见 本 附录 参考 文献 [5]. 在 那里 我 们 得 出 两 个 正规 
FRA g, g EB U ye y D 3 3 PFE ##E— + s € W (8) 使 得 


s(Z(g1)) = Z(g2). (1.5.1) 


利用 这 个 结果 于 对 称 空间 ， 令 gi, 92 分 别 由 两 个 g 的 令 
e 不 变 的 内 自 同 构 or = et, o = eH, H, H> € 5 所 定 
XL. oi,o2 是 对 合 的 . 如 果 gi ~ g2 则 由 前 面 的 说 明知 存在 一 个 
s € W(t) 使 得 s(H1) € Z(g2), 于 是 3(s(H1)) 2 92. 但 是 g2 是 
9 的 最 大 子 代 数 ， 所 以 必须 有 y(s(H,)) = g2. 这 就 有 e), 
edh: 它们 都 是 对 合 的 ， 并 且 在 g 内 有 相同 的 不 动 点 . 利用 下 
面 的 引 理 得 eds) = ed H, 这 就 有 


s(Hi) — H> € T (g) (1.5.2) 


T(g) 是 g 的 格 ， 即 所 有 的 互 <b 而 且 e” = 了 的 点 所 成 的 
群 ， 反 之 ， 如 果 (5.2) 成 立 ， 则 edisi) = edh, 于 是 它们 所 


12(6) 的 中 心 化 子 是 5 HAF ee ZOX = X 的 子 空间 . 
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定 的 特征 子 代数 g2 和 7(g1) 相同 ， 即 gi ~ 92, y 是 s 扩充 为 t 
的 内 自 同 构 在 g 上 的 自然 扩充 . 

引 理 col, oz È g 的 两 个 对 合 自 同 构 .如 果 它 们 的 特征 子 
代数 gi = g2, 则 cl = 02. 

证 cl 将 9 分 为 直 和 9 = gtg- 91 是 对 应 十 1 的 特征 子 
空间 ，g-1 对 应 -1. $ X Eg, Y eg-1, 则 (o1(X), oi(Y)) = 
(X, Y) 由 此 得 (— X, Y) 一 (X, Y). 所 以 (X, Y) = 0, 即 
(g1; 9-1) = O. 可 知 g-1 是 gi 的 正 交 补 . 而 且 gi 是 非 退 化 的 
子 空间 . 所 以 g-_1 Hg 所 唯一 确定 ， 于 是 对 于 cz 也 有 同样 的 
分 解 g = gi 十 9g-1 所 以 ol = o>. o 

现 证 条 件 (1.5.2) 和 (0.4.8) 等 价 . S g = Ë+ p 所 定 的 对 合 
自 同 构 

t= ho € b. (1.5.3) 


令 (on, az, ..., QL} = 下 是 g5 的 素 根系 .从 单 李 代数 的 结构 
知 G, Q2, ..., GI 中 只 有 一 个 令 为 Q1 使 得 


(Ho, a) = z: (H.5.4) 
而 其 它 的 a; 有 (H, a;i) = 0. 
条 件 (1.5.2) 表示 为 对 于 任何 o; € 有 
(s(H) — H — Ho, a;i) = 0 (mod 1), 1 < ¿í < I. (1.5.5) 


令 oi 为 ai, 一 Qi = B PW D) (5.5) 对 ai = ai 时 为 


(s(H) — H, œ) = + (mod 1), 


1 
2 
Bp 


此 即 条 件 (I.4.8)， 要 证 明 (1.4.8) 和 (1.5.2) 等 价 ， 只 须 证 明 
(I.5.5) P4 i> 1 时 恒 成 立 . 这 是 因为 gi, g 是 相配 的 . 所 以 在 
t 内 o 和 et 的 特征 子 代数 包 是 一 致 的 .所 = (H) = y(s(H)), 
it( 互 ) 表示 H 在 tt 内 的 中 心 化 子 (定义 见 [5]. (H) 的 素 根系 
是 H(t) 的 子 系 


IU = (e; € H(8)|(H, ai) = 0 (mod 1)}. 


因 (H) = y((s(H)), WE (H, ei) = 0, WJ (s(H), ai) = 0, 
反之 亦 然 ， 但 eH, cads(H) 是 对 合 的 ， 所 以 (H, a) = 0 或 
(H, ai) 三 1/2, 对 于 ai € I6). 因此 (H, a:) 和 (s(H), ai) 对 
ai € II(t) 同 为 零 或 1/2, 这 样 对 Ya: € I(t), 有 


(s(H)— H, ai) = 0 (mod 1). 
由 李 代 数 的 结构 知 
TI(Ł) = {az, A3, o.. ai}, 


或 者 


H(0) = (o>, Q3, ..., Gl, ao}, 


ao 是 最 小 根 . 所 以 特别 的 对 于 任何 ai € U, i > 1 时 (15.5) 恒 
成 立 . 这 就 看 出 (14.8) 是 相配 E. L. S. 同 构 的 充分 必要 条 件 . 
s 可 以 选取 在 & 中 显然 . 


I6 例子 
这 里 取 E; 的 各 种 E. L. S. 作为 例子 . 这 里 的 记号 参看 [2]. 


<A> t= A; 8=ar，I(47) = (ao, ai, ..., 06). 
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ao + a1 + 2a2 + 3Qa3 + 4a4 + 3a5 十 2a6 十 2a7 = 0. (1.6.1) 


令 
ai = Ni — Aii, 1<:¿<6; 
ao = Ar — Ng; 
ar = Ef Àj 
1. p= rei, r Z I. hr 的 外 自 同 构 对 产生 的 特征 子 
代数 有 
1.1. b, = C,. 相配 的 E. L. S. 不 同 构 ( 见 H.A. 推论 2). 
1.2. t = D4. 这 时 ã(t) = {s, I}. 
s: Al 一 A8; Àg — 入 1; À; — Ai, i 1,8. 
取 8 = Q7, 于 是 


s(8) = Ài + Às + àe + à7, 
s(8) 一 B = 入 1 一 À8 = Lio Qj. 


但 是 (H, oa) = 1/2. 所 以 


(s(8) - B, H) = (H, a4) 


2 
从 定理 知 相配 E. L. S. 同 构 . 


2. r=], p= eH, 
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2.1. & = T +Aií+ As. 此 时 &(t) = T. 所 以 相配 E. L. S. 


不 同 构 ( 见 .4. 推论 1). 


取 


于 是 


2.2. t =T + A3 + A3. 这 时 A(8) = {s, I}. 


s: Ài > 入 5; A2 — A6; M3 — àz; M4 — àg; .... 


—B = or. 


s(8) = Àí + À> + Às + A4 = —-8, 


s(8) — B = 28 = —2a7. 


因为 (H, oj) = š, 所 以 从 (IL6.1) 有 


4(H, a4) + 2(H, ax) = 0. 


HZ (H, oz) = 0. 条件 (4.8) 不 合 ， 于 是 相配 E. L. S. 不 同 


构 . 


<B> t = T + Es, ñ = ao È ai, H(T + Es) = (oz, Q3, 


Q4, Q5, Q6, az}. 


类 ， 


1. +Z I 对 应 于 Es 的 两 个 对 称 空 = |H]. 

1.1. ft = Fi. 

1.2. t = C4. p 

TH t 的 中 心 元 素 Z 变 为 -Z. 所 以 上 面 各 对 应 一 个 共和 思 C 
即 相配 E. L. S. 同 构 . 

2. r=. 

2.1. t, = T+ T + Ds. 

2.2 É =A +T + As. 

由 于 ó(8) = I, 所 以 它们 的 相配 E. L. S. RHH. 
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<C> t = A, + Ds, B = os, H(A, + Ds) = {a0 < k < 


7,k Z 2). 


1.1. 


1.2. 
1.3. 
1.4. 
1.5. 


= D +T+T. 
tt = 45 十 工 十 工 . 
ti = Às + A3 + T. 
& = Di + Ay + Aí + Aà. 
Ëi = As + T + Ai. 


令 oo = Ài — À2, 06 = M2 — s, 05 = M3 — A4, ad 一 Al 一 人 5， 
az = Ms — Me, a7 = As + A6, al = —2À, az 一 入 一 去 (Al + À2 + 
A3 + A4 + Às 一 入 6). 

对 于 1.1. 一 13. (6) 的 分 解 为 直 积 中 有 因子 G(41): s : 
入 二 一 入 . $ B = os, 于 是 s(0) = 一 入 一 HA +À + Às + À4 + 
Ms — Xe), s(8) — 8 = 一 2 入. 


(H, s(8)-6)=3 


MARIAE — AAR. 
余下 来 的 只 要 讨论 1.4. 和 1.5. 


1.4. 


于 是 


à(t) = (L, s}, 


s: À; 一 —À;, j= 1,6; 
À; 一 Ài, ¿=Z 1, 6. 


1 
s(8) 一 入 一 了 (AL 十 X2 十 X3 十 Ma 十 5 十》6)， 
s(8) — B = À — Às = oo + as + os + a4 + Q3, 


(s(0) — B, H) = (H, a4) = 5, 
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所 以 相配 E. L. S. JE. 
1.5. àt) = (I, s}, 


s: M> —A6, À6— Ài 
À 一 一 A5， A5 一 一 入 2， 


À3 一 一 人 4， 入 4 一 一 和 3， 
于 是 


1 
s(8) = À + >(—ÀMhj + A2 + A3 + A4 + Às + 26), 
s(8) — B = A2 + Às + À4 + às. 


由 于 


(H, M + 39) = (E, As + 6) = 2° 

(H, N— Ma)= 0, 1 <i <5. 
所 以 有 (H, A) = 1⁄4, 1 < í < 6. 于 是 (s(0) — B, H) = 
O(mod1). 因此 相配 E. L. S. PRHE. 
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附录 HM Cartan 子 代 数 ， Weyl 群 和 
非 Riemann 局 部 对 称 空 间 


z 科 


Hl Cayley 变换 与 实 半 单 李 代 数 
的 Cartan 子 代 数 分 类 


在 第 二 章 中 ， 讨 论 了 Cartan 子 代数 共 斩 的 一 些 性 质 ， 为 
了 讨论 Cartan 子 代数 的 共 配 分 类 ， 我 们 需要 一 些 更 精细 的 结 
果 . 为 此 首先 引进 实 约 化 李 代 数 的 概念 . 

定义 1.1 设 * 是 实 李 代 数 ， 若 [cr 为 半 单 李 代 数 并 且 
t = 3(t) 十 [tr, t], ， 则 称 * 为 实 约 化 李 代 数 . 

类 似 第 二 章 定 义 ， 可 以 定义 实 约 化 李 代 数 的 Cartan 子 代 
数 . 这 样 实 约 化 李 代 数 的 任何 Cartan 子 代 数 均 包含 其 中 心 . 于 
是 我 们 很 容易 将 第 二 章 有 关 Cartan 子 代 数 的 结论 推广 到 约 化 
子 代数 上 .在 以 后 讨论 约 化 子 代数 时 ， 我 们 将 不 加 证 明 地 引用 
有 关 结 论 . 

引 理 1.2 ik h 是 实 半 单 李 代 数 go 的 Cartan FRÆ. A 
为 和 关于 b° 的 根系 的 一 个 子 根系 ， 若 A 满足 

(1 A=A ( Rg XT go WAH), 

(2) 7(A) = A, 
则 

go N (bF + y` ga) 


acA 


是 实 约 化 李 代数 ， 而 7 在 其 上 限制 为 其 Cartan HE, WE t. 
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st A 2 XV i 


证 uF, K. 口 

取 定 实 半 单 李 代数 go 及 其 T- 正则 Cartan 子 代数 bo. 在 
以 后 的 章节 中 日 恒 表示 go 的 Cartan 子 代数 ， 且 总 假定 有 正 
则 分 解 9 二 bt, 使 b+ C bo, bo C 的 .29)，2+(b) 分 别 
为 g 关于 be 的 根系 与 正 根系 . 特别 记 (bo), +(bo) 分 别 为 
E, Et, 

以 下 恒 假定 G 是 go 的 内 自 同 构 群 ， 五 为 李 代数 为 to 的 
连通 解析 子 群 ， 即 K = (ead=|> € to}. 

引 理 1.3 k g € G, gb = b, 则 存在 kXEXK, 使 k(p)=0 
H gl = klo. 

证 由 极 分 解 定 理 ， 9 可 分 解 为 g = kp, k € K, p= et, 
z €p. 如 果 我 们 证 明了 p(h) = h,, 对 于 he 那么 上 便 是 引 
理 所 要 求 的 了 . 现在 来 证 明 这 一 点 ， 由 定义 


n! 
n=0 
22 (ad z)?” 22 (adz)2n+1 
_ > (2n!) +> (2n + 1)! 


于 是 


adz —ad z co d 2n 
c= coshadz = S t° -= (ad z) 


2 Z (2n)! ' 
ad zx 一 ad z oo 2n+1 
. es — e (ad z) 
s=simhads = — y — = n + DI? 


Bp eaqdz = c+ s. 因为 z € p, 所 以 (adz)2nb+ C to, (ad z)2n+1p+ 
C po, (ad z)2#p C po, (ad z)2n+1p- C to. 
因此 cht C to, cb 一 C Po, sht C po, sp € to. 由 第 二 章 有 
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关 定 理 ， g(b) = 5 当 且 仅 当 gbt) = b+. 于 是 
pht =k bt C bo, pb = kth C po. 
因而 


sht = (p — cht C Eo N po = (0), 
s = (p — c)5 C o N po = {0}, 


即 sb = 0. 因为 adx 是 半 单 的 且 所 有 特征 根 均 为 实数 ， 所 以 
sh = 0 当 且 仅 当 adz(b) = 0. BP zl = Id. 口 

引 理 1.4 (1) & ke K, # kb = b, WEE ki EK, E 
得 bt — pt, B kib = kb 对 于 任意 he p-. 

(2) & k € K, # kht = bt, WE ki € K, 使 得 ki” = 
H7, H kih = kh 对 于 任意 hebt. 

证 由 引 理 1.2 aA, Z, (51), Zoh) 是 实 约 化 李 代数 ， 
记 K 的 子 群 


K(b*) = {es zlze Z, (p$) N to) 


W KHE) 在 Zoo(b+) 上 的 限制 为 Z, (5) 内 自 同 构 群 中 与 了 
可 交换 的 极 大 紧 子 群 . 

任 取 z € Ze (bt), 车 Ib-,z] = 0, WA [b,x] = 0, 因而 
rEbNpo=b ,所 以 b 为 Zoo(b+) XF t 的 约 化 Cartan F 
代数 . 同 理 可 证 b+ 为 Z, (b )r to 的 Cartan 子 代数 . 

设 kht = ht, 那么 bi = 如 -也 是 Z, (pt) 的 约 化 Car- 
tan 子 代数 . 由 第 二 章 定理 及 前 面 的 讨论 ， 存 在 启 e K(b+) 使 
kibi 二 0-. 显然 kih = h *TIEE h € bt, ki = kik BA (2) 
所 求 . 类 似 可 证 (1). 口 

利用 引 理 1.4, 我 们 有 下 面 结论 . 
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定理 1.5 没 bi, bz 为 go 的 两 个 Cartan 子 代数 ， 则 hi 
与 hz JE3J2 4 BX bT 5 b2 RA br 5 b; fE K FINE. 

证 由 引 理 1.3, bl 与 bz 30284 BIR 4 bi 5 ps XF K 3 
H, BFE ke K, 使 kb1 = bx, 又 由 第 二 章 定理 ， 大 bt = bj. 
kb] = b3. 

RZ, W£ ke K, 使 kbf = b2 或 者 kb7 = bz, 由 引 理 
1.4, 存在 ki € K, 使 kib; = bo. D 

引 理 1.6 设 u 是 紧 李 代数 ，t 是 4 的 Cartan FRX, ti, 
t 是 t 的 两 个 子 空间 ， U 为 u 的 内 自 同 构 群 ， 若 存在 k€U， 
使 kti = t2, 则 存在 u 关于 的 Weyl 群 中 元 素 s ,使 st = to 
H s( 和 = ki(h) *F het. 

证 因为 Z,(to) Æ u 的 紧 子 代数 . W R t 与 k(t) 是 其 两 个 
Cartan 子 代数 .类似 引 理 1.4, 可 证 明 存 在 ki €U, f kikt=t 
H kih= h xF he t. 2 ki = kik, WJ kit = t, kik = kh $} 
Theti,sekil e W(u,t) BARR. 口 

定理 1.7 设 Di, hz 是 go 的 两 个 Cartan 子 代数 ， bt c 
pt((i = 1,2). W bi 与 b> RAHIRA bt 5 时 在 to 的 
Weyl 群 W(to, hi) FHH. 

证 因为 to 是 紧 李 代数 ， b 为 其 Cartan 子 代 数 ， 由 定 
理 1.5 及 引 理 1.6 易 证 推论 . 口 

定义 1.8 (1) # a c Elb), 车 满足 (o) = -a 或 r(a) = 
Qa， 则 分 别称 为 实 根 或 虚 根 . 其 它 的 根 称 为 复 根 . W Erb) 与 
Eb) 分 别 为 E) 中 所 有 实 根 与 虚 根 . 特别 Zr(bo) 表示 为 Er. 

(2) 虚 根 a € Er(b), 车 根子 空间 ga € É, ME a 为 紧 虚 
W, GURKARE, i Deb) 与 Erb) 分 别 y (5) 为 中 所 
有 紧 虚 根 与 非 紧 虚 根 . 同样 用 Yo, En 表示 Ec(bo) 与 Dn (bo). 

(3) 38(D),， EF (p), Eè (b) 与 EÈ (b) 为 对 应 的 正 根 . 
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由 定义 不 难看 出 we 2R(b) 或 a € Erb) 当 且 仅 当 o(pt) = 
0 或 ac(D-) = 0. 

实 根 与 非 紧 虚 根 在 实 半 单 李 代数 Cartan 子 代数 共 思 分 类 
中 ， 扮 演 着 十 分 重要 的 角色 .我 们 先 从 一 个 最 简单 但 十 分 重要 
的 例子 出 发 ， 看 看 如 何 通过 实 根 或 非 紧 虚 根 将 一 个 Cartan 子 
代数 变换 为 另 一 个 与 其 不 共 轿 的 Cartan FRZ. 

例 设 go = siI(2, 民 )，Cartan 对 合 +(X) = 一 XT 对 于 
X € go, 于 是 g = sl(z, C). 不 难 证 明 go 只 有 两 个 Cartan 子 代 
数 共 轧 类 . 

(1) T— 正则 Cartan 子 代 数 


oo0={( Š, o) la € RJ, 
5D=5, = {VT 0 ))}= (ta). 


记 
p= 0 V 一 1 
<“ NA-v-L 0 ?’ 
_ 1 1 =v-i 
a= (a -1 ) ， 
_1/ 1 vi 
fa 一 2 (点 1 ) 3 
则 
[hea, ea] = 2ea, [ha, fal = —2fa, [ea, fal = ha, 
且 根子 空间 为 


ga 一 Ces, B-a = Cfa- 
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to = VZIRha, bo=RE,-+RE,. (1.1.2) 
(2) 正则 子 代数 


ICO 
5(0) = Sr(b) = {+} (1 ° y (+ 
(b) = PR(bs) = {£3 (0 _,))= {+2} 
记 
1 0 0 1 0 0 
ha = (0 5). xs= (0 a). w= (1 0): 


86 = C Xa, 8-6 = CYs, 
to = R(Xa — Ya), bo = Rha + (Xs + Ya). 


比较 (HL1.1) 与 (HL1.2) 有 
he = 2E,, ha = Xa — Y3. 
令 


= ef VT Fa — e§ VT+) (1.1.3) 


则 
Aha AT! = ha, (1.1.4) 


AgaA !' = ga, Ag... A = g-9, ( 亚 .1.5) 


记 这 个 变换 为 Ga, 其 道 变换 记 为 da, 于 是 


Ča(bS) = b9 ,da(b9) = bF. (HL1.6) 


对 一 般 实 半 单 李 代数 go, 任 取 a € 2n(b), 因为 rla) = o, 
Q= —Q, 所 以 
T(ga) = ga, Ja = b-a, 
因为 dim ga = dimg_a = 1, g+a € É, 所 以 gia € p. ER 
Xa € ga 满足 (Xa， Xa) = COL 令 


ha = [Xa, Xal, 
Ea = 3(Xa + Xa), (1.1.7) 
Fa = y=l(X, 一 Xa), 


则 V—Iha = 2v 一 la/(a， o) € p+, E+a € po, Fo € po, 
V—IRa, Ea, Fa 生成 80 中 三 维 单 李 代数 Sa, 定义 


1 O 
$: 0 5.) 一 Ea, 
0 1 
1 ) 一 FE, ( 亚 .1.8) 
0 1 
ó: _1 ) — /—1h., 
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不 难 证 明 8 导出 李 代 数 同 构 


ó: sl(2, R) > 5a. ( 亚 .1.9) 

令 
Ča = e3v-iadF,, ( 亚 .1.10) 
a = {X € b|(ha, X) = 0}. (HL1.11) 


显然 C, 限制 在 a 上 为 恒 等 变换 ， 由 (1.4), (HL1.6), (I.1.7), 
(H.1.10) 及 (下 .1.13) 可 证 


C. (5) = (a1)5 + CE, (1.1.12) 
是 g 的 7 不 变 Cartan 子 代 数 ， 且 
Čal(bE) N go =a + RE, (1.1.13) 
是 go 的 7 不 变 Cartan 子 代数 ， 记 作 Calh). 
不 难 证 明 下 面 命题 . 


命题 1.9 (1) Ca(h)+ = C,(p) Nht C ht, dimCa(9)+ = 
dim b+ — 1. 

(2) C. (p) = b7 + RE... 

(3) Ç, (e) € En (C, (9). 

类 似 地 ， Hac 2ZR(D)， 则 & = G, T(a) = 一 Q, 于 是 ga = ga， 
t(ga) = g-a. 任 取 Xa € ga go, Ya € 9g-a 门 go 满足 (Xa, Ya) = 
Tay 记 ha = (225. 则 ha, Xa, Ya 生成 go 的 三 维 单子 代数 
Sa. 定义 . 


0 1 

p: 00]? Xa, 

Y: o 0 ) > Yas (HL.1.14) 
1 0 

P: 0 5.) > ha, 
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同样 多 导出 李 代数 同 构 


% : s[(2, R) > go. ( 亚 .1.15) 


d, = e £ r V lad(Xa +Y), ( 亚 .1.16) 


类 似 ( 亚 .1.12), 我 们 有 

d, (pŠ) = (at)E + C(Xa — Ya) (H.1.17) 
为 g 的 了 不 变 Cartan 子 代数 ， 并 且 

gomda(bc) = at4R(Xa — Y.) (HL1.18) 


为 go 的 r RÆ Cartan 子 代 数 ， 记 作 dalb), 其 中 at = {h e 
bla(h) = 0}. 

命题 1.10 (1) da(b)+ = pt+RK(X, — Ya). 

(2) dalb) C h7, #H 


dim dalb) = dim b7 — 1. 


(3) dala) € En (da(h)). 

比较 (0.1.2), (1.1.10), (E.1.16) 式 有 下 面 命题 . 

命题 1.11 i$ o c Elb), 8 = Cala) € Er(Calb)), W do 
是 Ča 的 逆 变 换 ， 因 而 dg o Ca。(b) = b. 

Ca 与 du 称 作 Cayley 变换 (Cayley transformation). 

关于 Cayley 变换 还 有 下 列 命题 . 

命题 1.12 (1) iZ ae nlbh), W 


Cy!rCalpe = Ttalpe, 
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其 中 ra 为 关于 a 的 反射 . 


di!rdalpe 一 Ttalpe, 


其 中 ra 为 关于 a 的 反射 . 
证 (1) 设 
Pa = (X € bf |(a, X)=0}. 


由 Co 定义 _ _ 
Galp, = Id, Gola) € p. 
因为 Tr(a) = a, 所 以 T(Pa) = Ps. 因而 
TC7rI7TCu|P = Id, 7rGrlrCafa) = —a. 
于 是 rCzrl7Ca = ta, 即 


Čz 'TČale = Ttalpce. 


同 理 可 证 (2). D 

引 理 1.13 (1) 任 取 不 同 的 a, 8 e X,.(b), # o + 8 Z X(p), 
则 8 = Co(g) € En(Calh)). 

(2) 任 取 不 同 的 a, 8 € Erlb), # o + 8 é o), MJ 8 = 
d, (0) € En(da(b)). 

证 (1) # =+ 8 (5), 由 定义 可 知 


Guol， ,= Id. 


=< 


BH (a, 8) = 0. 所 以 8 € Call) € E(Ca(h)) 及 g+a é t. 因而 
8 
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类 似 可 证 (2). o 
定理 1.14 (1) b 是 go 的 了 -正则 Cartan 子 代 数 当 且 仅 


Zr(b) = 0. 
(2) 6 是 go 的 正则 Cartan 子 代 数 当 且 仅 当 
y>, (b) = 0. 


证 (1) 由 命题 1.9, 1.10 可 知 p 是 T- 正则 Cartan 子 代 
数 ， 则 
Er(b) = 0. 
反之 , W ZR(D) = 0, ERX € Zoo (b) C Z, (81) 


X=h+ Ý. X, 
aeZ(D) 


其 中 hE bt, Xa € ga, HE 
0= [b+, X= Y a(ht)Xo. 


a€X(B) 

因为 EH) 中 没有 实 根 ， 所 以 任 取 a € X(b), a(ht) Z 0, 因此 
X, =0, B| X =h eS. X X c to, IA X e pt. BD ht Æ to 
的 极 大 Abel 子 代数 ， 因 而 是 to 的 Cartan 子 代数 . 所 以 是 
T- 正则 的 . 

同 理 可 证 (2). a 

有 了 上 述 准 备 , 现在 可 以 讨论 Cartan 子 代 数 的 共生 分 类 ， 
固定 T'— 正则 Cartan 子 代 数 bo, 记 : 


L=(X € bj (X, pt) = 0), (1.1.19) 
E(L) = {a € F|V/—la € L}, (1.1.20) 
H =b* +b5 =bN bo. (1.1.21) 
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Ze (H) = Z¿(HS°S) 
=b + 5 ge ( 亚 .1.22) 
a€X(L) 
由 引 理 2, Z, (H) 是 实 约 化 李 代 数 ， 在 Za (H) 上 的 限制 为 
其 Cartan 对 合 . 由 ( 亚 .1.7) 
Za Á (H) Npo = {X € Ze (H)|+(X) 一 _ X) 
=+ 3  (RE,+RF,)(HL1.23) 
a€ETHNMNDTL) 
引 理 1.15 设 F= {Q1,.…, Qo} C Et NT(L), 满足 下 述 
两 个 条 件 : 
(1) 任 取 Qi, QO; € F, x, + G; ¢ >, 
(2) F Æ EZ NOEL) 中 满足 (1) 的 最 大 子 集 ， 
出 
aF)=0 + Y RE, (HL.1.24) 
s€ F 
是 Za (H) 的 约 化 Cartan 子 代 数 (好 Zal H) NOpo 中 极 大 Abel 
子 代数 ). 
证 任 取 ai， cj € F C Zn 因为 ai +a; g >, 由 ( 亚 .1.7) 
式 ， 
[Es Ea,] = 0, [bo ， Es] == 0, 
H a(F) C po. RUE a(F) 是 Zg(H)Npo 的 Abel 子 代数 . 任 取 
X e Zo(H)rApo 使 [X, a(F)] = 0. 由 (H.1.23), 可 设 


X = Y (oj Eg, + b Fa;) + 5 ((c; Es, + di Za) + h, 


3=1 e € F; 
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其 中 Bi e >tny(L)/F,a;, bj, ci, di € R, h € b7. ER a € F, 
由 (HL1.1), (HL1.7), (WL1.8) 式 ， 得 
[X, B] = SC + V—1bi)[Xg,, Xa] 
Mar -bV Da, Ra) 
+ De + VET) Xp Ra] 


十 (as 一 b, /=1)[Xa;, Xa]) + ciV—lha, 
= 0. (HI.1.25) 


w F(X) = (B;la;, b; 不 全 为 零 }. 由 下 的 选取 可 知 , 若 F(X) Z 
0, 则 存在 8; € F(X), =, € ,使 Qi 十 Bi € ER a=, — B; € >x, 
因而 


[Eg,, Es,]( 0) € gaitpi 或 [Eg,, Fua](# 0) € go,—B;; 


# oi +Bi EE, R B, € F(X), o, € F, 1E o, + Bx 28 (ai + 68, € 
ax = bx, = 0, 因此 


(8; E€ F(X)| 存在 ai € F, Eai + B; € X) = 0. 
同 理 可 证 
(6; E F(X |F Ea; € 使 Qi — 8; € >) = 0. 


即 F(X) = 0. 
因为 F 中 的 根 正 交 ， 所 以 has,…,ha, 线性 无 关 ， 因 此 由 
(1.1.23) 式 有 ci 二 0(i=1,.…,n), 即 六 Ea(F). FË a(F) 是 
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Zou( 互 )mnpo 中 最 大 Abel FARA, BI Ze (H) 的 约 化 Cartan + 
代数 . 口 
定理 1.16 下 与 a(F) 同上 ， 则 pT+a(F) 是 与 0 38 39609 
go 的 Cartan 子 代 数 . 
证 因为 bC ZeÁ (H), MADD 是 Z, Í (H)rpo'F— Abel 
FRA. 由 第 二 章 定 理 


dim b” < dima(F). 


显然 pt + a(F) 是 Abel 子 代 数 ， 且 其 每 一 个 元 半 单 ， 所 以 有 
go 中 Cartan 子 代 数 包 含 它 ， 又 因为 go 的 所 有 Cartan 子 代数 
有 相同 的 维 数 ， 所 以 


dim(ht+a(F)) < dimh = dimh + dim b7 
< dim bt + dim a(F) 
= dim(b+ + a(F)), 


即 dim(h+ + a(F)) = dim 5, 因而 pt + a (F) 是 go 的 Cartan 
子 代数 ,又 (b+ + a(F))” 7 = bt, 由 定理 1.7, bt + a (F) 55 b 
H. o 

推论 1.17 L,F HE, M L= Eer Rho. 

证 因为 bo = L+5T+b;, a(F) = bo + Zacr REa, 由 定 
理 1.16, 比较 维 数 

dim L = dim 》 RE, = |F|. 
- ai€EF 
因为 F 中 元 两 两 正 交 ， 所 以 hos: .. has Qi € F 线性 无 关 ， 于 
是 
dim 》 REa; = dim L, 


a; cF 
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由 定义 ha, € L, 所 以 


> REa = L. m 
a € F 


由 引 理 1.13, 我 们 可 归纳 定义 下 的 Cayley 变换 
Cp = Co 9: : 9 Co. (1.1.26) 


由 引 理 1.13 及 Cayley 变换 定义 ， 不 难 证 明 Cr 与 的 Ca, 排列 
顺序 无 关 . 

定理 1.18 ht + a(F) = Cp(bo). 

证 h FER, RA, Va; € F, abt) =0, WS pf C 
Cr(bo) 及 a(F) C Cr(bo). 由 定理 1.16, bt +a(F) = CF(bo)D 

EX 1.19 i F= {a oI C ,车 任 取 anaj € F. 
x + a; Fg >>, WEF 为 强 正 交 系 . 

由 定理 1.16, 1.18 我 们 有 下 面 推论 . 

推论 1.20 go 的 任意 Cartan 子 代数 b, SEE X 的 强 
正 交 系 ,使 0 与 Cp(bo) 38388. 

定义 1.21 R Fi, EF, 是 的 两 个 强 正 交 系 , WE L) 
= P er Rha (i = 1,2) Æ to BJ Weyi 群 W(to, bg) Foti, 
则 称 Fi, F, E, WE Pr — k. 

定理 1.22 设 Fi, P R EI 两 个 强 正 交 系 ， 则 Cr (bo) 与 
Crh (bo) AA 4 BI F. ~ P>. 

证 由 推论 1.17, 


ht = Cp (ho)t 
= {X € pj |(ha, X) = 0, Va € F;1 
= L(F;)+. 
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由 定理 1.7, Cr (bo) 5 Cm(bo) 44ER bt 与 bi 在 
W (to,bo) F3t$ü, 又 Weyl 群 保持 bt 上 内 积 不 变 ( 负 的 Killing 
形 在 bo 上 的 限制 ), 因此 ,bz 在 W (bo, bo) FRAME 
其 正 交 补 L(F,), L(F>5) 在 W(to,bo) FHH, B A~ o 

综 上 所 述 ， 可 得 以 下 定理 . 

Cartan 子 代数 分 类 定理 I 实 半 单 李 代数 的 Cartan 子 代 
数 的 共 辆 类 与 yT 中 强 正 交 系 等 价 类 之 间 ， 由 Cayley 变换 导 
出 一 个 一 一 对 应 . 

以 上 讨论 了 如 何 从 了 - 正则 Cartan 子 代数 ， 通 过 Cayley 
变换 ， 构 造 实 半 单 李 代数 的 Cartan FRAR MX. 与 之 类 似 ， 
我 们 也 可 以 由 一 个 正则 Cartan 子 代数 ， 由 Cayley 变换 ， 构 造 
出 所 有 的 实 半 单 李 代数 Cartan + Ñ 3 ta 38. 

定义 1.23 设 bs 是 go 的 一 个 正则 Cartan FRZ, F= 
{ai} C Ek (bs). HER aiaj € F, e; +a; é E(bs), 则 
# F A ER) 的 实 强 正 交 系 . 

类 似 推 论 1.20 可 证 下 面 命题 . 

命题 1.24 go 的 任意 Cartan 子 代数 h, 均 存 在 2 起 (b。) 的 
实 强 正 交 系 ， 使 与 dr(bs) 34H. (dr 的 定义 类 似 CF.) 

定义 1.25 i Fi, Fo E ERO) 的 实 强 正 交 系 ,如 果 工 (i) 
= Pacer, Rha 5j L(F,) = Deen Rhe Æ b7 的 约 化 Weyl 群 
F3, WEK Fi, Fz 等 价 ， 记 作 F, ~ F. 

类 似 定理 1.22, 可 证 下 述 定 理 . 

定理 1.26 F, F; 是 两 个 可 (bs) 的 实 强 正 交 系 ，dm (bs) 
与 dp,(b,) RHH Fi ~ Fa. 

于 是 我 们 有 第 二 个 分 类 定理 . 

Cartan 子 代数 分 类 定理 II 实 半 单 李 代 数 Cartan 子 代 
AHM DEO) 中 实 强 正 交 系 的 等 价 类 ， 通 过 Cayley 变换 
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导出 一 个 一 一 对 应 . 

注 事实 上 我 们 可 以 证 明 ，2x* 中 任 一 强 正 交 系 F HY 
充 为 一 个 极 大 (元 素 最 多 的 ) MEXR F. 

WF = (oi, Qa}, 


Fa 一 {aQ1,…- ,QL QI+1 t ls} 


S Bi = Cr, laiti), W Cr, (bo) 是 go 的 正则 Cartan 子 代 数 ， 
H F; = {Bi1,-…,Bs} 是 2 天 (Cr (bo)) 中 实 强 正 交 系 ， 由 命题 
1.11 

Cr(bo) = dF, ° Cg, (Ds). 


这 个 公式 给 出 了 两 个 分 类 定理 的 关系 . 

我 们 可 以 利用 角 图 或 Satake 图 算出 强 正 支 系 与 实 强 正 交 
系 的 等 价 类 ， 从 而 给 出 Cartan FRA. 而 前 者 计 
算 远 较 后 者 简洁 ， 因 此 在 本 附录 第 三 部 分 中 我 们 将 只 利用 角 图 
给 出 强 正 交 系 等 价 类 ， 从 而 给 出 Cartan 子 代数 分 类 的 计算 实 
pi. 


亚 .2 实 半 单 李 代数 的 Weyl 群 


紧 李 代数 的 Weyl 群 在 紧 李 代数 及 复 半 单 李 代数 的 表示 理 
论 中 起 着 十 分 重要 的 作用 . 同样 实 李 代数 的 Weyl 群 在 ( 非 紧 ) 
实 李 群 的 无 限 维 容许 表示 分 类 中 也 起 着 十 分 重要 的 作用 .本 节 
我 们 将 利用 角 图 给 出 实 半 单 李 代数 Weyl 群 的 计算 方法 . 

设 G 是 go 的 内 自 同 构 群 ,固定 go 的 Cartan FRE b 及 
其 正则 分 解 b = b+ 十 0 . $ 


Ne(b) = (g € Glg(b) = b}, 
Ze(5) = (g € No(5)|g|s = Id}, 
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W(b) = No (b). ( 亚 .2.1) 


类 似 可 定义 W(pt) 与 Wb). 

定义 2.1 W(b5) 称 作 实 半 单 李 代数 go 关于 Cartan 子 代 
数 D 的 Weyl 群 . 

与 紧 李 代数 或 复 半 单 李 代 数 不 同 , 实 半 单 李 代数 的 Cartan 
子 代数 一 般 不 互相 共 轿 . 因而 , 对 应 的 weyl 群 有 不 同 的 结构 , 

记 全 (92) 与 WE) 分 别 为 g 关于 9 与 t 关 于 (时 )5 的 
Weyl 群 。 Wpr(b), Wr(b) 分 别 为 W60) Kh EO) 中 实 根 与 
虚 根 反射 生成 的 子 群 . 

引 理 2.2 (Chevalley 引 理 ) 设 X c b°. ñE a(X)€ R 
对 于 a € X(5). i 


Zy 
Z(X) 


” 则 Z(X) 由 Yx 中 根 的 反射 生成 . 

证 在 RH 中 取 定 一 个 与 X 相 容 的 定向 ， 即 ae 2+(b)， 
W a (X) > 0, 任 取 w € Z(X), 记 n(w) 为 w 将 正 根 变 为 负 
根 的 个 数 . # w Z Id, W) n(w) > 1, 且 有 素 根 a, 使 w(a) € 
> (b),， 因 为 to 置换 +(b)/{Q} HB tala) = -a € t(0), 所 以 
n(wta) = n(m) — 1. 由 定向 的 选取 有 


0 < (X,a) = (u IX,a) = (X,u(o)) < 0, 


{a € E(b)la(X) = 0), 
{w E W(bf)lw(X) =X}, — (HL2.2) 


所 以 (X,a)=0 Bl] a(X)=0. 因而 ta € 3(X), wra € 3(2). 利 

用 归纳 法 可 证 ， 存 在 与 X EZUR a, …,ak (可 能 有 相同 

的 ) 使 n(wra,:… ,tat) = o, El] w = ra ` ta. D 
引 理 2.3 (1) Z(bt) = {w € W(bf)jwly+ = Id) = Wr(b). 
(2) 2(07) = {w € W(p°)|u|,- = Id) = Wi(b). 
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证 显然 Z(pt) = Z(V—151). WHEHWR ae E(b), X € 
V 一 1+， a (X JER. 取 /—15t 的 一 一 组 基 Xi, Xn, 


Z(+) = n. Z(X;). ( 亚 .2.3) 
由 引 理 2.2, 2Z(b+) 由 与 b+ 正 交 的 根 的 反射 生成 ， 即 Z(t) = 
Wpr(b). 同 理 可 证 (2). 口 


由 第 二 章 的 有 关 结 果 ， 任 取 o eW), 车 wht) = hbt, 
(w(b7) = b7), W w(b7) = b7 (w(ht) = bt). 由 引 理 2.3 不 难 
证 明 下 面 命题 . 

命题 2.4 (1) 在 同 态 u — uo|+ 下 wh) 的 像 是 W(b+)， 
核 为 WRa(b). 

(2) ERA w= wh- 下 wh) 的 像 是 W (p), 229 ao (b) 1 
W;(5). 

由 引 理 1.4, 我 们 还 有 下 面 引 理 . 

引 理 2.5 WHH) 中 每 一 个 元 素 均 是 W (t) 中 令 bT 不 变 
的 元 素 在 b+ 上 的 限制 得 到 . 

类 似 的 还 有 如 下 引 理 . 

引 理 2.6 W(b-) 中 每 一 个 元 素 均 可 由 g 的 限制 Weyl 群 
中 一 个 令 h 不 变 的 元 素 在 b- 上 的 限制 得 到 . 

命题 2.7 $ W = fu € W(5S)|o(5f) = bt, HB wh+ € 
W(b+)}, 则 W! = W(b). 

证 HER WO) cW. $ br = V-1lbt+ +) , MJ g 的 
Killing 型 限制 在 br 上 正定 . H V-1b+ 1 p-. Wm W f€ 
持 pt,b 7.5 RE. E w e W, 由 引 理 2.4, 存在 u € W(D), 
使 why = wht, 即 w -wth = Id. 又 由 引 理 2.3, ww! € 
Wa(h) C W(b), 所 以 W! c W(b). 口 

由 引 理 1.4, W(t) 中 每 一 个 元 素 可 自然 嵌入 WOS). 事实 
EWE) 可 作为 WOS) 的 一 个 子 群 . 


264 


我 们 知道 W(t) 是 由 VIht 上 关于 上 的 素 根 系 中 根 的 反 
射 生成 ， 具 体 说 来 ， 设 Ao 是 上 关于 时 的 一 个 素 根 系 ， 和 是 
g 关于 bÇ 的 相 容 素 根系 ， 则 任 取 al E Ao 存在 oj < 入 使 
o? 二 二 (Qi 十 7(Qi)), o£ 的 反射 为 


Ta | Viht, Erlai) = Q; 
ta tatr(a) vy Zint E Tlai) Z Qi, Hat rla) € X: 
Tatrai) Tla) Z Qi H a; + rla) g E 


(HH.2.4) 
定义 映射 工 : WE) WOS) 如 下 ， 对 生成 元 tar fk F Ë X: £ 
分 别 对 应 ， 其 它 元 按 同 态 关 系 自 然 生 成 ， 显然 z 是 单 同 态 ， 记 


Wk (t) = {w € (W (E) jwt) = bt}. (1.2.5) 


定理 2.8 W(5) = WiE)Wr(b). 

证 由 引 理 1.3, W (Dhbt = W(b+),， 由 引 理 2.7, W, (t) C 
W(B), 从 而 Wa (t)Wa(b) C Wb). ER € W (p), 由 引 理 2.4, 
存在 wi € W. (t), 使 上 = wjt. 于 是 ww he = Id, 从 引 
H 2.3 可 得 ww7! € Wr(b} C W (Dp), 因此 w € W (b). D 

本 书 第 三 章 指出 7 了- 正则 Cartan 子 代 数 bo H bT 为 上 的 
Cartan 于 代数 ， 有 目 E Pa 8 38. TERNA THER. 

推论 2.9 W (bo) = W). 

A 


~ 


W,(5) = fu € W(5C)|(r|y +) Sq = wo (Tp+)}. 


显然 Wi(b) 保持 bt, b 不 变 ， Wi 称 作 关于 9 的 拟 Weyl 
群 . 

定理 2.10 W,(h) = W (p)W;(n) 

证 参见 上. o 


为 了 应 用 定理 2.8 与 2.10, 计算 b 的 Weyl 群 及 拟 Weyl 
群 ， 就 必须 对 每 一 类 Cartan 子 代数 确定 Srb) 与 Erb). 

it F = (oro) 是 E, 中 一 个 强 正 交 系 . 令 b = 
Cp(bo), L = Pia V-1Rha, 作为 时 的 子 空间 L, bt, bo 
有 正 交 分 解 ， 


bo = L+bT+bDço, (HH.2.6) 

bo = L+b*, (HL2.7) 
l 

h =bt +) + Y Eo,. (1.2.8) 


i=1 


ER a € Y, MJ a = ar +at +a7, #Ħ az € /—1L, at € 
VIb+, a7 € b". 设 or = Dl tihan W 


l 
Črla) = ot + o 十 Y a;Ea;. ( 亚 .2.9) 
i=1 


w å = Ĉrla) 为 a 在 根系 同 构 Čr: E — S(b) 下 的 像 . 

定理 2.11 (1) É a € E, M & € X/(p) 当 且 仅 当 ar = 
a` =0. 

(2) i a € Y, MJ & € Er(b) 当 且 仅 当 at = 0. 

证 GEZR(9), 当 且 仅 当 7(6) = —&, H (2.9) r(G) = 一 G 
当 且 仅 当 at = 0. 

类 似 可 证 (1). 口 

事实 上 ， 我 们 还 有 更 强 的 结论 . 

引 理 2.12 i yE En, n = Cy(bo), 则 有 下 面 结论 . 

(1) $ a € Ec, Čla) = ã € Xi(b), M & € Ee(b) 当 且 仅 
当 a Ej y WREX. 
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(2) 设 a € En, Cr(al)=Ge2Drb) 则 GezZn(b) 当 且 仅 
当 a 与 ?7 强 正 交 . 

证 设 o € En, & € Eb), 则 根子 空间 ga € p. 又 由 定 
理 2.11, ED aw=a+. 若 w 与 ?7 强 正 交 ， 则 由 定义 不 难 证 明 
(ga) € p, 所 以 GE En(b). 

反之 ， 设 a, y 不 强 正 交 . 因为 &E a(b), 则 由 定理 2.11, 
(e,y) = 0. 因而 a ++ € >. 又 因为 半 单 复 李 代数 任意 根 链 长 
度 均 不 大 于 四 ， 所 以 过 a 的 y 链 只 能 为 a — y, aa 十 7Y， 取 
ey € gx: fy E 8-7 同上 节 ， ey, fy 非 零 ， 则 


[ey, [ea, fy]](# 0) € go 
[Jy [ea, ey] (# 0) € ga 


[fx [ea, fyl] = [eylea, eyl] = 0. ( 亚 .2.10) 
因而 存在 aeC, 使 
[eylea, fy]] + alfylea, ey]} = 0. ( 亚 .2.11) 
令 
ea = [ea, fy] + ales, eyl(#¥ 0) E gaty + ga-y: (HU.2.12) 
由 定义 
E, = e, — fy, (WL2.13) 
p= C(b) = b+ +5 +RE,. (H.2.14) 


由 (2.12)-(2.15), 有 
[Ey,ea] = 0. (WML2.15) 
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ER h € 5°, WEDE h = ht + h- + aE,, 其 中 hte 
(p*)%, h- € (bo). HU 


[h,ea] = a(ht)ea = à(h)ea, 


所 以 ea € ga. 因为 ay € En, 所 以 TEx = 一 ea Tey = 一 es 
Tfa = —fa, T fy = — fy. H (2.16) RA Tea = ea, BI ga € t. 于 
是 G € 5. 

同 理 可 证 (1). 口 

从 引 理 2.12 利用 归纳 法 不 难 证 明 下 述 定理 . 

定理 2.13 设 忆 为 工 。 的 强 正 交 系 ，p = Cr(bo), Wi 

(1) # a € En, Črla) = à € X2r(p), W & E X, (6) 当 且 仅 
当 a 与 五 中 偶数 个 元 不 强 正 交 . 

(2) # a € X, Crlal=GezZi(p) 则 GezZc() 当 且 仅 
当 a 与 天 中 偶数 个 元 不 强 正 交 . 

有 了 如 上 准备 ， 我 们 可 以 求 出 每 一 类 标准 Cartan 子 代 数 
b = Cr (bo) 的 Weyl 群 W (p) 及 拟 Weyl 群 Wi(b). 特别 g 是 
典型 单 李 代 数 时 ， 由 于 WOO 都 是 由 若 于 个 文字 置换 及 适当 
恋 号 生成 的 有 限 子 样 ， 作 为 它 的 子 群 Wh) 与 Wb) 是 不 难 求 
H f. 


HL3 Cartan 子 代 数 与 Weyl 群 的 计算 


前 两 节 给 出 Cartan 子 代数 与 Weyl 群 一 般 的 结构 . 本 节 
我 们 举例 说 明 具 体 计 算 过 程 . 详细 过 程 可 参见 本 附录 参考 文献 
7] 

例 1 a= Ai, Cartan 记号 是 AII. 
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设 Ni, 是 1+1 维 欧 氏 空间 RH 的 一 组 标准 正 交 
E, W gl 的 素 根 系 oi = A 1 < i < 1. 对 合 自 同 构 


r= e IH 
其 中 H, e bF 满足 aj(Hi) = bij. 特征 子 代数 = A, x Ar. x 
T. g€ 关于 98 的 根系 对 = {M Ats) 易 看 出 


Ej = {M AJ St<s<Si 或 者 i<t<s<l+1)， 
Et = {MAM <t1<ii<s<Lt= s, 
W(t8) = S; x Si+i-is 


其 中 S; 与 Si; 分 别 为 前 i 个 A 与 后 1 十 1 一 i 个 X TRE 
换 群 . 

$ Z = Àj — An Y2 = A2 An Yi = Ai — Aia BJ 
Í, %2,..., 8) 是 yT 中 一 个 极 大 强 正 交 系 . w F(s) = (m, 
YW- Yh 1 < s < ¿. 利用 WE 结构 易 证 浅 中 所 有 s 个 根 
强 正 交 系 与 F(s) 等 价 . 

i b = Cria (bo), 这 时 b+ 由 


V —1(Às+1i — Às+2), V—1(N-s — ÀAr—s+1) 
K 
V 一 LA 十 NAHI 一 X2 一 X))V 一 LAs 十 N-s+2 一 入 s+1I 一 入 一 s+1) 


线性 生成 . 

W(t) 是 由 s 十 1 i WER, 1 十 1 一 s 十 1 的 置 
换 以 及 1,.…,s 与 1 十 1,…,! 一 s 十 2 这 两 组 s 元 同时 作 相 应 位 
置 的 s 元 置换 所 生成 . 
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而 实 根 集 可 视 为 “Yl ta Ysa 因此 We(b) 由 
(1,1+1), (2,7), ..., (s,l— s +2) 


生成 . 

Wilh) 由 对 换 (i,k) s+1<i<k<l-s+1 #ÆÈ. 

于 是 我 们 有 下 面 结 果 . 

Wh) H (¿— s) 元 的 一 切 置 换 ， (1 十 1 一 1 二 s) 元 的 一 切 
置换 ， 两 组 s 元 的 同位 置换 及 相应 元 的 对 换 生 成 . 

W:(b) H (1 十 1 一 2s) 元 的 一 切 置换 ， 两 组 s 元 的 一 切 同 
位 置换 及 相应 元 的 对 换 生 成 . 

例 2 g= Bi (2<i<l-1), Cartan 记号 为 BI 和 BII. 

特征 子 代数 g1 = Dix Bii 先 考 虑 2i < LRE. 这 时 最 大 强 
正 交 系 为 (y; = Aj + Anit Ti = Aijt 一 和 j= 二 1,.… ih, 
Wà) 是 1,…,i 的 一 切 置换 及 偶 次 变 号 和 i 十 1,…,/ 的 一 切 置 
换 及 任意 变 号 所 生成 . 

若 强 正 交 根系 F(s,h) = (m; Yh Y1, Y-s} (0 < 
h < s <i), 相应 的 标准 Cartan 子 代数 为 Cp(sy(bo) = bt +07, 
这 时 vV 一 1b+ 由 As Ai ÀA Aiti ，》A2i syAX2i1 A 
和 A2i_h 十 和 ht+1)"… ,入 2i-s+1 十 入 s 张 成 . 于 是 Wy (É) H sl, e,i 
X i-s 元 的 一 切 置换 与 变 号 ， itl,- -,2i—s,2i+1, -l Xl- 
i 一 8 元 的 一 切 置 换 与 变 号 ,hh 十 1,…,s 与 21 一 hh,:…,2i 一 8 十 1 这 
两 组 s 一 疡 元 的 一 切 同位 置换 与 同时 变 号 所 生成 . A Erb) 由 
Att Ap A2i ntl ,Ai 及 Azih — Antl tt Ais Z Às E 
成 . 因此 W(0) 由 s+1, 这 对 -85 元 的 一 切 置换 与 任意 变 号 ， 
，1 二 1 2 一 5 2 十 1 这 1 一 ?一 s 元 的 一 切 置换 与 任意 变 
号 ，1 72 一 六 + 上 1 ,22 这 2 元 的 一 切 置 换 与 变 号 , 以 及 
/十 1,… ,8 5 21 一 hh,:…,21 一 s 十 1 这 两 组 s 一 hh 元 一 切 同 位 置换 及 
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同时 变 号 , 再 加 上 对 换 (h+1,2;—h),;:: -,(s,2i—s+1) 所 生成 . 
R4 h=0 时 ， 要 求 1,…,i 的 变 号 总 数 为 偶数 . 这 时 Zr(D) H 
Asti A2i-sy Aziti AL 及 Mai-h 二 Ah+1 …，X2i-s+l 十 Xs Æ 
成 . 因此 W. (5) 由 s 十 1 ,2 一 5 2 十 1 这 ! 一 2s 元 的 一 
置换 与 任意 变 号 ，1,… ,hh,2i 一 hh 十 1,… ,2i 这 2h 元 的 一 切 置 换 
与 任意 变 号 , hh 十 1,.…,s 与 2 一 h,………,2i 一 s 十 1 这 两 组 s 一 h 元 的 
一 切 同位 置换 与 同时 变 号 及 对 换 (h 十 1, 2i 一 有),……,(s,2i 一 s 十 1) 
所 生成 . 仅 当 天 = 0 时 ， 要 求 1 ,ss 十 1 演变 号 总 数 为 
偶数 ， 

对 F'(s, h) = {71, t Yh Y-1 Asri A 2i >l, IMA 
讨论 . 


亚 .4 非 Riemann 局 部 对 称 空 间 


设 G 是 非 紧 连 通 实 半 单 李 群 ， 9 为 G 的 一 个 对 合 自 同 
构 . 令 G° = (z € GI0(z) = z), G8 为 G9 的 单位 连通 分 支 ， 设 
H 是 G° 的 开 子 群 ， 于 是 


GŠ c H c G°. 


齐 性 空间 G/H 为 ( 非 Riemann) 局 部 对 称 空间 ， 根 据 Nomizu 
的 讨论 ， 局 部 对 称 空间 主要 可 化 为 上 述 形式 . 

车 M 是 G/H 的 覆盖 空间 ， 则 M 也 是 局 部 对 称 空间 ， 可 
以 证 明 ， 存 在 G 的 连通 覆盖 群 G 及 G 上 的 对 合 自 同 构 6 与 相 
应 G? 的 开 子 群 互 使 M = G/B, 且 有 交换 图 


其 中 z 为 覆盖 映射 ， 而 r(A) C H. 
特别 , 设 G 是 G 的 通用 覆盖 群 ， 应 为 G5 的 单位 连通 分 
x, n Ğ/Ä É G/H 的 通用 覆盖 空间 . 
一 个 特殊 情况 是 ， 设 G, = Int(g), GY = (g € Gr|gd0 = 
9), 则 有 局 部 对 称 空间 覆盖 映射 


G/H — G/H — G./G5. 


因此 局 部 对 称 空间 分 类 问题 ， 可 转化 为 下 列 两 个 问题 . 

一 ”局 部 同 构 分 类 ， 即 单 连通 局 部 对 称 空间 分 类 . 与 之 
等 价 的 是 ， 实 半 单 李 代 数 的 对 合 自 同 构 共 印 分 类 . 在 附录 L H 
中 本 书 作者 已 详尽 地 讨论 了 这 些 内 容 . 

=. G,/G' 的 基本 群 的 子 群 共 生 分 类 .事实 上 G,/G 的 
基本 群 是 Abel 群 . 因此 我 们 只 须 计 算 G. /G° 的 基本 群 ， 本 节 
我 们 将 给 出 7(G,/Gs) 算法 . 

本 节 恒 假定 G = Intg, K 为 G 的 李 代 数 为 的 极 大 紧 群 . 
(FXE, K 为 的 内 自 同 构 群 在 g 上 的 自然 扩张 ). 由 极 分 解 
G RORE K x P, 其 中 P = {efr € p}. 

W c 2 g E Ej Cartan HA r 可 交换 的 对 合 自 同 构 . g 为 
c 的 特征 子 代数 . 了 为 了 在 g1 上 限制 则 子 为 gi 的 Cartan 
Wë. $ 


t = {z € gi|F(z)= z) =tmgl， 
pi = (rz e gpi|r(z) = —z) = pN g1, 


则 gı 有 Cartan 分 解 
gı = £1 +p. 
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Gi = {g € G|go = og}, 

Kı = {k € Gi|*(k) =k} = K nG... 
则 Ki 为 李 代数 是 b 的 G 的 极 大 紧 子 群 。 G1 有 极 分 解 ， 即 
Gi WTAE Ki x P, 其 中 

P, = {er € p} = GNP. 
PARITE >£ HEZ [8] BJ Zf E h 8J 
K/Kı — G/K, — GJK ° P, 
Pı = Gı/ Kı — G/Kı — G/Gı. 


由 纤维 映射 同 伦 群 的 长 正 合 序列 ， 有 

定理 4.1 rs(G/G1) ra(K/K), n = 1, 2, --. 

证 因为 P 与 P, 同 胚 于 欧 氏 空间 bp 与 pi, 所 以 P, P, 是 
零 伦 的 .因此 


Tn(P)= (Pi)=0, n=1, 2,.. 
于 是 
T (K/K1) = Ta (G/ Ki) = T(G /G1). D 


# ZŒ) =0, W K 是 半 单 李 群 ， 而 o 导出 K 的 对 合 自 同 
构 Ado, 其 特征 子 群 为 Kı, 所 以 KK/ Ki ÆR Riemann 对 称 空 
间 . 易 证 
l K/K: S Int(K)/mt(K)°, 
其 中 
Int(K)” = {k € Inttlok = ko). 
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车 Z(t) # 0. 则 有 理想 直 和 分 解 
t= Z(t) @ |t, ë. 
而 K 有 拓扑 直 积 分 解 
K = Z(K) x K', 


其 中 K 为 李 代 数 为 [t t J B F. Z(K) 为 李 代数 为 Z(t) 
的 连通 子 群 ， 因 为 g 是 单 李 代数 ， 所 以 Z(K) = sL. 
因为 ot) = t. 所 以 有 o(2(8)) = Z6), o([t, #]) = 此 J. 
因此 
Ado(Z(K)) = Z(K), 


Ado(K') = K'. 
如 果 t nZ) = 0, W| É, c [t t], FÆ 


Fui C K' x (+e), 


其 中 e 为 Z(t) S Sl 的 单位 元 , 而 —e 为 e 的 对 径 点 . (事实 
上 -e=7). 于 是 


K/K; S K'/K; x (S` /(+e)) ¥ K'/K; xS,, 


其 中 K! =K'NK = K! x {e}. 
wk ti N Z(E) Z 0, N ZŒ) C ti. 进而 Z(K)C Ki, TË 


K/Kı = K'/K!. 


易 证 ，K'/Ki 是 以 Ado 为 Cartan 对 合 的 紧 Riemann 对 称 空 
间 . 
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由 定理 4.1 及 上 述 讨论 ， 我 们 有 

定理 4.2 (1) 设 Z(t) = 0 或 者 Z(t) Z 0, W| ZŒ) n 
tl Z 0. 则 非 Riemann 局 部 对 称 空 间 同 伦 群 rn(G/G1) A 
于 紧 Riemann 对 称 空间 的 同 伦 群 z, (K'/ KA), 特别 其 基本 群 
Ti1(G/G1) HHF zi (K'/ Ki) (# Z(8) = 0, J| K' = K). 

(2) 如 果 Z) Z 0, B ZŒ) në, = 0, m 


m(G/G1) = m(K'/KI) x Z 
na(G/G1) #z,(K'/K1) n21. 
证 因为 
Z n=l; 
0 n>1. 


a(S) -1{ 


由 定理 4.1, 直接 可 得 命题 . 

紧 Riemann 对 称 空间 的 基本 群 是 已 知 ， 利 用 定理 4.2, 不 
难得 出 所 有 非 Riemann 对 称 空 间 的 基本 群 (具体 结果 参见 [6])， 
从 而 最 终 完成 了 非 Riemann 局 部 对 称 空间 的 分 类 . 


附录 HI 参考 文献 


[1] Hirai. T, A note on automorphisms of real semisimple Lie 
algebras, J. Math. Soc. Japan, 28(1976), 250-256. 


[2] 严 志 达 ， 李 代数 讲义 ， 广 西 民 族 学 院 ， 1978. 
[3] 严 志 达 ， Lie 群 和 微分 几何 ， 人 民 教 育 出 版 社 ， 1960. 


[4] 严 志 达 ， 半 单纯 Lie 群 Lie 代数 表示 论 ， 上 海 科技 出 版 社 ， 
1962. 


275 


[5] 杨 奇 ， 对 称 空间 分 类 ， 数 学 年 刊 ， 5A (4) (1984), 425-436. 


[6] 姜 才 坤 ， 关 于 非 紧 对 称 空间 的 基本 群 ， 数 学 年 刊 ， 8A (5) 
(1987). 612-620. 


[7] 侯 自 新 , 张 知 学 , 实 半 单 李 代 数 Weyl 群 的 结构 , 中 国 科学 ， 
A 辑 ， No.4 (1985), 311-319. 


[8] 陈 仲 沪 , 论 实 半 简单 李 代数 中 的 Cartan 子 代数 , 科学 记录 ， 
新 辑 3 (1959), 172-175. 


[9] 李 根 道 ， 论 实 半 单 李 代数 的 Cartan PRA ARIT, 
数学 学 报 ， 15 (1965), 444-454. 


276 


[General Inf ornati on] 

书 名 = 实 半 单 李 代数 
作者 = 严 志 达 著 

页 数 =276 

SS 号 =10306866 

[DX 号 = 

出 版 日 期 =1998 年 10 月 第 1 版 
出 版 社 = 南 开 大 学 出 版 社 


封面 
书 名 
版 权 
前 言 
目录 


第 一 章 


请 
l! 


ji 
| 
人 


38 
B 


第 五 章 


1 复 李 代数 的 实 形式 实 李 代数 的 复 化 
2 李 代 数 的 自 同 构 与 自 同 构 群 

3 紧 致 李 代数 与 紧 致 说 入 子 代数 

4 Cartan 分 解 

5 实 半 单 李 代数 的 自 同 构 

6 uE IB 

实 半 单 李 代数 的 Cartan 分 解 与 | wasava 分 解 
1 约 化 Cartan 子 代数 

2 实 半 单 李 代数 的 Cartan 子 代数 

3 I vasavwa 分 解 

4 工 正 常 Cartan 子 代数 

5 复 半 单 李 代数 与 紧 致 李 代数 的 自 同 构 
实 半 单 李 代 数 的 分 类 

1 Gantnacher 定 

2 正则 特征 子 代数 

3 实 表示 论 的 定理 

4 正则 特征 子 代数 的 表示 

5 第 一 类 实 单 李 代 数 

6 第 二 类 实 单 李 代数 

7 分 类 定理 

Satake 图 

1 约 化 Weyl 群 


. 2 约 化 素 根系 特征 


3 约 化 Cartan 子 代数 的 标准 形 


. 4 典型 实 单 李 代数 的 Sat ake 图 


实现 和 自 同 构 


5. 1 第 一 类 实 单 李 代 数 的 实现 
5. 2 实 半 单 李 代数 的 自 同 构 群 
5. 3 Wyl Ë 
5. 4 拟 内 自 同 构 
参考 文献 
附录 | 论 非 紧 致 对 称 空间 
附录 1| 论 相配 局 部 对 称 空间 的 同 构 
MRI Cartan 子 代数 ，Veyl 群 和 非 Ri enann 局 部 对 称 空间 ( 2 
科 ) 


